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このメモについて
　　はじめに応用上便利なように，フーリエ解析の基礎的な事項をまとめ，つぎにその根拠となる

収束性を議論します。いくらかの演習用の例題も掲げます。

　　つぎに代表的な２次元の偏微分方程式を取りあげ，基礎的な性質と解を示します。弦の横振動，

熱伝導方程式はフーリエの方法で解き，解の時間的変化を図示します。また，Laplace方程式をフー

リエの方法で解きますが，図示は数値計算法に基づく解を与えています。

　数値解析的なアプローチ，すなわち高速フーリエ変換（ＦＦＴ）のアルゴリズムとその応用は付

録１に示します。「応用数学 II」ではフーリエ解析を解析的な手法に重点をおいて学習しますが，こ

れをデータ解析に適用する橋渡しの道具立てです。ほとんどの科学ライブラリーにはＦＦＴが登録

されていますが一度はその原理をしっかり押さえておくことが必要でしょう。ＦＦＴサブルーチン

は極めてコンパクトなものですが，多くの工夫と手法が結集されています。その学習を通じて適用

法や精度が理解できます。付録に付けた FORTRANプログラムはこのメモによって作成したもの

ですが，さらに進んだ技法を取り入れることもできます。つづいて，FFTのいくつかの応用を取り

あげます。

　　つぎに２次元の２階の偏微分方程式の分類を付録２で行います。授業では時間の都合でごく一

部の例しか取り上げませんが，それぞれはこれらの分類の代表になっていることを認識して下さい。

つづいて必要なベクトル解析の公式，座標変換の方法を要約します。

　　付録のプログラムは fortran90と GNUPLOTで作動します。GNUPLOT の取り扱いは

http://www.eng.oit.ac.jp/~matsuoka を参照させてもらって下さい。

　　また，このライブラリーには偏微分方程式の解にたいする JAVAアップレットも用意しました。

ごく一部のテーマについてメモしてみましたが，どの部分も不十分です。偏微分方程式は２変数に

限定すると取り扱いが簡単となります。しかしそこにはすでに現象に対する多くの特性が表現され

ています。方程式，解，現象を一体として掴むことを目指して書いたつもりですが力不足です。よ

り進んだテキストが現れ，さらに進んだ学習が出来ることを期待します。
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第1章 フーリエ級数及びフーリエ変換

1.1 フーリエ級数

1.1.1 フーリエ級数のまとめ

三角関数系 {1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, · · · }は直交関数系である。m,nを自然数とすると∫ π

−π

1dx = 2π,

∫ π

−π

cosmxdx = 0,

∫ π

−π

sinmxdx = 0,∫ π

−π

cosmx cosnxdx = πδmn,

∫ π

−π

sinmx sinnxdx = πδmn,

∫ π

−π

cosmx sinnxdx = 0 (1.1)

である。ここで δmnはクロネッカーのデルタでm = nなら 1，m ̸= nなら 0である。(−π, π)で定義され
た関数 f(x)にたいして，三角級数

f(x) ≈ 1
2
a0 +

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

を考える。ここで，等号 =ではなく，≈を用いたのは，必ずしも右辺の級数が関数 f(x)に収束するとは

限らないからである。この右辺の三角級数が f(x)に等しいとすると，両辺に順次 1, cos kx, sin kxをかけ

て積分して結局

フーリエ級数

(−π, π)で定義された関数 f(x)にたいして，

f(x) ≈ 1
2
a0 +

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1.2)

ak = 1
π

∫ π

−π

f(ξ) cos kξdξ (k = 0, 1, 2, · · · ), bk = 1
π

∫ π

−π

f(ξ) sin kξdξ (k = 1, 2, · · · ) (1.3)

が得られる。ak, bk をフーリエ係数（Fourier coefficient）といい，これを用いた級数 (1.2)をフーリエ級数

（Fourier series）という。(1
2
a0 を a0 と表すテキストもある。このとき，a0 が (1.3)と変わるから注意！）

フーリエ級数の収束すなわち，(1.3)の等号が成り立つ一つの十分条件は

フーリエ級数の収束条件

(−π, π)で定義された関数 f(x)が区分的に滑らかならば，f(x)のフーリエ級数は

(1) f(x)が連続な点では，f(x)に収束する。

(2) f(x)が不連続な点では，1
2
{f(x− 0) + f(x+ 0)}に収束する。
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である。詳しくは次節にまとめるが，多くの場合はこれで十分である。

関数 f(x)が一般区間 (−l, l)で定義されているときは，

ξ = π
l
x, dξ = π

l
dx, g(ξ) = f(x) = f( lπ ξ)

と変換すると，g(ξ)の定義域は (−π, π)となり，（1.2）の展開ができる。

f(x) = g(ξ) ≈ 1
2
a0 +

∞∑
k=1

(ak cos kξ + bk sin kξ)

このとき，

ak = 1
π

∫ π

−π

g(ξ) cos kξdξ = 1
l

∫ l

−l

f(x) cos kπ
l
xdx (k = 0, 1, 2, · · · )

bk = 1
π

∫ π

−π

g(ξ) sin kξdξ = 1
l

∫ l

−l

f(x) sin kπ
l
xdx (k = 1, 2, · · · )

従って，

一般区間 (−l, l)で定義された関数に対するフーリエ級数

　 f(x) ≈ 1
2
a0 +

∞∑
k=1

(ak cos
kπ
l
x+ bk sin

kπ
l
x) (1.4)

ak = 1
l

∫ l

−l

f(ξ) cos kπ
l
ξdξ (k = 0, 1, 2, · · · ), bk = 1

l

∫ l

−l

f(ξ) sin kπ
l
ξdξ (k = 1, 2, · · · )

となる。また

フーリエ余弦展開

関数 f(x)が区間 (−l, l)で定義され偶関数 (f(−x) = f(x))のとき，あるいは区間 (0, l)で定義され

ているとき

　 f(x) ≈ 1
2
a0 +

∞∑
k=1

ak cos
kπ
l
x (1.5)

ak = 2
l

∫ l

0

f(ξ) cos kπ
l
ξdξ (k = 0, 1, 2, · · · ) (1.6)

フーリエ正弦展開

関数 f(x)が区間 (−l, l)で定義され奇関数 (f(−x) = −f(x))のとき，あるいは区間 (0, l)で定義さ

れているとき

　 f(x) ≈
∞∑
k=1

ak sin
kπ
l
x (1.7)

bk = 2
l

∫ l

0

f(ξ) sin kπ
l
ξdξ (k = 1, 2, · · · )
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となる。

フーリエ級数は左辺の (−π, π)または (−l, l)で定義された関数 f(x)を周期 2πあるいは周期 2lの三角級数

で表すものであり，したがって元の関数 f(x)が周期 2πあるいは周期 2lの周期関数としてよい。さらに関

数 f(x)が (0, π)または (0, l)で定義されているとき，これを偶関数とみなすと余弦展開となり，奇関数と

みなすと正弦展開となる。

特別な場合として，f(x)が周期 4lの周期関数の時を考える。

フーリエ級数の一般論より

f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

(
an cos

nπ
2l
x+ bn sin

nπ
2l
x

)
(1.8)

an = 1
2l

∫ 2l

−2l

f(ξ) cos nπ
2l
ξdξ, bn = 1

2l

∫ 2l

−2l

f(ξ) sin nπ
2l
ξdξ (1.9)

となる。さらに f(x)が偶関数で f(x) = −f(2l − x)の条件を満たすとき

　 an = 1
l

∫ 2l

0

f(ξ) cos nπ
2l
ξdξ =


0 (n = 2, 4, 6, · · · )
2
l

∫ l

0

f(ξ) cos
(2m+ 1)π

2l
ξdξ (n = 2m+ 1)

bn = 0

したがって，このときのフーリエ級数は

f(x) =

∞∑
m=1

a2m+1 cos
(2m+ 1)π

2l
x, a2m+1 = 2

l

∫ l

0

f(ξ) cos
(2m+ 1)π

2l
ξdξ (1.10)

となる。また

　 f(x)の周期が 4lの奇関数で，f(x) = f(2l − x)の条件を満たすときのフーリエ級数は

f(x) =

∞∑
m=1

b2m+1 sin
(2m+ 1)π

2l
x, b2m+1 = 2

l

∫ l

0

f(ξ) sin
(2m+ 1)π

2l
ξdξ (1.11)

となる。

　フーリエ級数は有限区間で定義された関数または周期関数を sin,cosの級数で表現しようとするもので

ある。区間 [−π, π]で定義された関数 f(x)に対して，任意の係数 a0, ak, bk, k = 1, 2, · · · をもった三角級
数の部分和を

sn(f, x) =
a0
2

+
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1.12)

としたとき、残差平方和を

　 En =

∫ π

−π

[sn(f, x)− f(x)]2dx (1.13)

と定義する。これを最小にするには，En が a0, a1, b1, a2, b2, · · · の二次式であり En ≥ 0であることから

∂En

∂ak
= 0,

∂En

∂bk
= 0 (1.14)

で求めることが出来る。

∂En

∂ak
= 2

∫ π

−π

[sn(f, x)− f(x)] cos kxdx = 0

∂En

∂bk
= 2

∫ π

−π

[sn(f, x)− f(x)] sin kxdx = 0
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これより

ak = 1
π

∫ π

−π

f(x) cos kxdx (k = 0, 1, 2, · · · , n), bk = 1
π

∫ π

−π

f(x) sin kxdx (k = 1, 2, · · · , n)

が得られる。これはフーリエ係数そのものである。すなわちフーリエ級数は関数 f(x)に対する近似三角級

数であるだけでなく，各部分和も最小二乗法の意味で最適であることを示している。

　しかしこれは n→∞のとき En → 0を保証するものではない。∫ π

−π

[sn(f, x)− f(x)]2dx→ 0, n→∞ (1.15)

が成立するときフーリエ級数は f(x)に「平均収束」するという。級数の収束は

lim
n→∞

{sn(f, x)− f(x)} = 0 (1.16)

で定義されるものであり，(1.15)と区別して「各点収束」という。一般に，

　「関数列 {fn(x)}と，区間 I で定義された関数 f(x)があって，任意の ϵ > 0が与えられたとき，ある自

然数N が存在して，n ≥ N なる任意の nに対して

|fn(x)− f(x)| < ϵ

となるとき，関数列 {fn(x)}は，区間 I で定義された関数 f(x)に収束する」

という。これは，(1.16)を演算しやすい形に表現したものである。ここで一般にN は x ∈ I に依存しても
よいが，x(∈ I)によらず決めることが出来るとき一様収束という。一様収束ならば，平均収束である。

「平均収束」しても，「各点収束」しない場合は不連続関数を想定すればふつうの出来事であることがわかるが，逆
に「各点収束」しても，「平均収束」しない関数列 {fn(x)} もいくらでもつくれる。

fn(x) =

 0 (|x| > 1
n
あるいは x = 0)

n(1− |x|) (|x| < 1
n
かつ x ̸= 0)

　あるいは
fn(x) = n2|x|e−n|x|

これらはいずれも各点で０に収束するが，平均収束しない。

フーリエ級数にたいして，その残差平方和（1.13）を計算してみる。積分をフーリエ係数に置き換え，三

角関数の直交性（1.1）を用いると

En =

∫ π

−π

[f(x)]2dx− 2

∫ π

−π

f(x)sn(f, x)dx+

∫ π

−π

[sn(f, x)]
2dx

=

∫ π

−π

[f(x)]2dx− 2

∫ π

−π

f(x)

{
a0
2

+
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

}
dx

+

∫ π

−π

{
a0
2

+
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

}a0
2

+
n∑

j=1

(aj cos jx+ bj sin jx)

dx

=

∫ π

−π

[f(x)]2dx− 2π

{
1
2
a20 +

n∑
k=1

(a2k + b2k)

}
+ π

{
1
2
a20 +

n∑
k=1

(a2k + b2k)

}

=

∫ π

−π

[f(x)]2dx− π

{
1
2
a20 +

n∑
k=1

(a2k + b2k)

}
(1.17)

となる。任意の nに対して En ≥ 0だから，n→∞とすると
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ベッセル (Bessel)の不等式

f(x)を [−π, π]で定義された関数のとき

1
2
a20 +

∞∑
k=1

(a2k + b2k) ≤
1
π

∫ π

−π

[f(x)]2dx (1.18)

が成立する。ただし ak, bk はフーリエ係数であり，各積分の存在は仮定されている。

また平均収束（1.15）（一様収束のときは平均収束する）のとき

パーセバル (Parseval)の等式（一般区間のフーリエ級数）

1
2
a20 +

∞∑
k=1

(a2k + b2k) =
1
l

∫ l

−l

[f(x)]2dx (1.19)

が成り立つ。

フーリエ級数は以下のように複素型で用いられることもある。

cosx = eix + e−ix

2
, sinx = eix − e−ix

2i

を式（1.2）に代入して，

ck =
ak − ibk

2
, c−k =

ak + ibk
2

(= c∗k, f(x)が実関数のとき) (1.20)

とおくと

複素型フーリエ級数

(−π, π)で定義された関数 f(x)にたいして，

f(x) ≈
+∞∑

k=−∞

cke
ikx (1.21)

ck = 1
2π

∫ π

−π

f(ξ)e−ikξdξ (k = 0,±1,±2, · · · ) (1.22)

∞∑
k=−∞

|ck|2 = 1
2π

∫ π

−π

|f(x)|2dx (パーセバル (Parseval)の等式) (1.23)

となる。また次の形もよく用いられる。
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フーリエ級数　

周期 T の関数 x(t)にたいする複素フーリエ級数

x(t) =

∞∑
k=−∞

c(k) exp(2πikt/T )　 (1.24)

c(k) = 1
T

∫ T

0

x(t) exp(−2πikt/T )dt　 (1.25)

1.1.2 フーリエ級数の収束条件

　フーリエ級数がいかなる意味で f(x)を表すかは収束の定義にもよる。また連続な関数 f(x)について

は常にフーリエ級数は収束するかのごとく予断されるが，連続関数の中にもフーリエ級数が収束しないも

のが存在することが解っている。したがって，問題はどの程度の「滑らかさ」を要求すれば収束するか，と

いうことであり，議論は少し厳密さを要求する。ここではいくつかのフーリエ級数の収束に対する十分条

件を紹介する。ただし，初等レベルの応用のためには，この小節を読み飛ばすこともできる。

　はじめに，最も簡単な場合として，１階および２階の導関数が連続である f(x)にたいしてフーリエ級数

は一様収束することを見ておこう。(1.3)より

ak = 1
π

∫ π

−π

f(ξ) cos kξdξ =
f(ξ) sin kξ

kπ

∣∣∣π
−π
− 1
kπ

∫ π

−π

f ′(ξ) sin kξdξ

=
f ′(ξ) sin kξ

k2π

∣∣∣π
−π
− 1
k2π

∫ π

−π

f ′′(ξ) cos kξdξ = − 1
k2π

∫ π

−π

f ′′(ξ) cos kξdξ

f ′′(x)は連続だから

|f ′′(x)| < M

となる定数M が存在する。したがって

|ak| = 1
k2π

∣∣∣∫ π

−π

f ′′(ξ) cos kξdξ
∣∣∣ < 1

k2π

∫ π

−π

Mdξ = 2M
k2

同様に

|bk| < 2M
k2

である。フーリエ級数の (1.2)の各項の絶対値の和は，

|1
2
a0|+

∞∑
k=1

(|ak cos kx|+ |bk sin kx|) < |12a0|+
∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|)| < |12a0|+ 4M

∞∑
k=1

1
k2

は収束する。したがってとフーリエ級数 (1.2)は（一様）収束する。

　連続の条件をもっと緩和した場合の議論に進む。いま f(x)を周期 2πの関数で，[−π, π]で絶対積分可能
として， そのフーリエ級数が f(x)を表す条件を考えてみよう。すなわち級数 (1.21)の部分和

sn(f, x) =
k=n∑
k=−n

cke
ikx (1.26)
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の点 xでの f(x)への収束条件を考えてみる。証明の記述を簡潔に行うため，あらかじめ f(x)の不連続点

では f(x+ 0), f(x− 0)が存在するとして，f(x) = (f(x+ 0) + f(x− 0))/2で定義し直しておく。

ck = 1/2πとした級数の部分和は等比級数だから

Dn(x) =
1
2π

k=n∑
k=−n

eikx = 1
2π

sin (n+ 1
2
)x

sin 1
2
x

(1.27)

したがって，

sn(f, x) =
k=n∑
k=−n

1
2π

∫ π

−π

f(y)e−ikydyeikx =

∫ π

−π

1
2π

k=n∑
k=−n

eik(x−y)f(y)dy =

∫ π

−π

Dn(x− y)f(y)dy

= (Dn ∗ f)(x) = (f ∗Dn)(x) =

∫ π

0

Dn(y)(f(x+ y) + f(x− y))dy (1.28)

となる。ここに，周期 2πの関数 f(x), g(x)に対する合成積を

(f ∗ g)(x) =
∫ π

−π

f(x− y)g(y)dy

と定義した。このとき (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x)が成り立つ。
関数Dn(x)は Dirichlet 核といわれる。Dn(x)は ck = 1/2πのときの Sn(x)だから

1 =

∫ π

−π

Dn(y)dy = 2

∫ π

0

Dn(y)dy

である。したがって

ϕx(y) =
1
2
(f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)) (1.29)

を定義すると

sn(f, x)− f(x) =
∫ π

−π

Dn(x− y)(f(y)− f(x))dy = 2

∫ π

0

ϕx(y)Dn(y)dy (1.30)

よって，sn(f, x)が点 xで関数 f(x)に収束するための必要十分条件は，次のようになる。∫ π

0

ϕx(y)Dn(y)dy → 0, n→∞　 (1.31)

ところで，つぎの適用範囲の広い定理がある。

「　 (−∞,∞)において，f(x)が絶対積分可能，K(x)を有界で，∫ A

0

K(x)dx = o(A), A→ ±∞ (1.32)

とすると

lim
λ→±∞

∫ ∞

−∞
K(xλ)f(x)dx = 0 (1.33)

とくに，K(x) = e−ix のとき，

lim
λ→±∞

∫ ∞

−∞
f(x)e−iλxdx = 0 (1.34)

である。Riemann-Lebesgueの補題 」
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ここで，f(A) = o(A), A → ±∞ とは，limA→±∞ f(A)/A = 0 を意味する。およその証明をしておく。
f(x) を特に

f(x) =

{
c (a < x < b)
0 ( その他)

とすると仮定 (1.32) より∫ ∞

−∞
K(λx)f(x)dx = c

∫ b

a
K(λx)dx = c

λ

∫ bλ

aλ
K(u)f(u)du

= bc · 1
bλ

∫ bλ

0
K(u)du− ac · 1

aλ

∫ aλ

0
K(u)du → 0 (λ → ±∞)

したがって，この一次結合である任意の階段関数について (1.33) が成り立つ。
さらに絶対積分可能な一般の関数 f(x) について，任意の ϵ > 0 に対して，∫ ∞

−∞
|f(x)− Sϵ(x)|dx < ϵ

が成り立つ階段関数 Sϵ(x)が存在する。これは，「絶対積分可能な関数の空間は，階段関数全体で稠密（チュウミツ dense)
である」ということによる（我々は同様の定理，「ある区間で連続な関数は多項式で一様にいくらでも正確に近似でき
る」 (Weierstrass の多項式近似定理，自然科学者のための数学概論，寺沢寛一著)，をよく知っている）。したがって∫ ∞

−∞
K(λx)f(x)dx =

∫ ∞

−∞
K(λx)(f(x)− Sϵ(x))dx+

∫ ∞

−∞
K(λx)Sϵ(x)dx

の右辺第２項は λ → ±∞ で 0 に収束し，|K(x)| ≤ C とすると，

lim
λ→±∞

sup

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
K(λx)f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫ ∞

−∞
|f(x)− Sϵ(x)|dx ≤ Cϵ

だから (1.34) が成り立つ。
また K(x) = e−ix は，A = 2nπ + a (0 ≤ a < 2π, n = 1, 2, · · · ) とおくと∣∣∣∣ lim

A→∞

∫ A

0
K(x)dx/A

∣∣∣∣ = lim
n→∞

sup

∣∣∣∣∫ a

0
e−ixdx/A

∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

2π/2nπ = 0

（1.32）をみたし，（1.34）となる。

証明完.

δを 0 < δ < πの任意の正数とすると，ϕx(y)/ sin
y
2
は (δ, π)で絶対積分可能だから，Riemann-Lebesgue

の補題から ∫ π

δ

ϕx(y)Dn(y)dy → 0, n→∞ (1.35)

したがって

sn(f, x)− f(x) = 2

∫ δ

0

ϕx(y)Dn(y)dy + o(1), n→∞ (1.36)

また，

2πDn(y) =
sin (n+ 1

2
)y

sin 1
2
y

= 2
sinny
y + (cot

y
2
− 2
y ) sinny + cosny (1.37)

となり，|y|が小さいとき，cot
y
2
− 2
y = O(y)であるから Riemann-Lebesgueの補題から

∫ δ

0

ϕx(y)(cot
y
2
− 2
y ) sinnydy → 0,

∫ δ

0

ϕx(y) cosnydy → 0 (1.38)

したがって

sn(f, x)− f(x) = 2
π

∫ δ

0

ϕx(y)
sinny
y dy + o(1), n→∞ (1.39)

となる。連続関数 sn(f, x)が区間 I 上の点 xで f(x)に一様収束するならば，f(x)は I 上で有界である。

また f(x)は I 上で有界ならば，上の式で ϕx(y)を −2f(x) におきかえたものは，x ∈ I に関して一様に０
に収束する。ϕx(y)を f(x+ y), f(x− y)におきかえたものについても同様である。
まとめると
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（１）Fourier級数の点 xでの収束性は，xの近傍の関数の値のみによって決まる。

（ Riemann の局所性定理　）　

（２）Fourier級数が一点 xで収束するための必要十分条件は，任意の正数 δ（0 < δ < π）に

対して ∫ δ

0

ϕx(y)Dn(y)dy → 0, n→∞ (1.40)

また ∫ δ

0

ϕx(y)
sinny
y dy → 0, n→∞ (1.41)

となる。また，ある区間 [a, b]で，sn(f, x)が点 xで値 f(x)に一様収束するための必要十分条

件は，f が I で有界で x ∈ I によらない δ > 0が存在して，一様に式（1.41）が成立すること

である。

収束の判定条件を示してみよう。

　　　　 Fourier級数の収束の十分条件
（１）ある δ > 0に対して ∫ δ

0

|ϕx(y)|
y dy <∞ (1.42)

ならば，Fourier級数は点 xで f(x)に収束する。 f が閉区間 I で有界，かつ任意の ϵ > 0に対

して xによらない δ > 0が存在して

　
∫ δ

0

|ϕx(y)|
y dy < ϵ (1.43)

となるならば，Fourier級数は I で一様に f(x)に収束する。（Diniの判定条件）

（２）f が１点 xのある近傍 [x − δ, x + δ](δ > 0)で有界変動であれば，f の Fourier級数は，

点 xで f に収束する。

sn(f, x)→ 1
2
[f(x+ 0) + f(x− 0)], n→∞ (1.44)

f が閉区間 I で連続かつ I を含む開区間で有界変動ならば，Fourier級数は I で f(x)に一様に

収束する。（ Dirichlet-Jordanの判定条件）

（１）の前半は，（1.42)が仮定されると，Riemann-Lebesgueの補題からただちに（1.41）が成り立つこと

から明らかである。

f が閉区間 I で有界ならば，（1.39）を得る過程から，任意の δ > 0に対して

sn(f, x)− f(x)− 2
π

∫ δ

0

ϕx(y)
y sinnydy

は Iで一様に０に収束する。したがって（1.43)が成り立つように δ > 0をとっておけば，|sn(f, x)−f(x)| ≤
ϵ, (n→∞)が得られ，sn(f, x)− f(x)が I で一様に０に収束することになる。

（２）の前半について。

　はじめに，f(x)が閉区間 [a, b]で有界変動について。実数値をとる有界な関数 f(x)が，区間の有限個の

分点 a < x0 < x1 < · · · < xn = bをとり，f(xi) − f(xi−1)のうち，正のものおよび負のものの和をそれ

ぞれ P,−N とすれば，P − N = f(b) − f(a)，P + N =
∑

i |f(xi) − f(xi−1)|.　あらゆる分割に関する
P,N, P +N の上限をそれぞれ [a, b]における f(x)の正変動，負変動，全変動と言い，いずれかが有限な

らば他も有限となる。このとき，f(x)を有界変動関数という。f(x)が有界変動ならば，各 xに対して右，
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左からの極限値 f(x± 0)が存在する。

　さて f(x)を有界変動とする。もし xが不連続点とすると，あらためて f(x)を f(x+ 0)と f(x− 0)の

平均値に定義すると，各 xに対して ϕx(+0) = 0となる。f(x)が有界変動ならば，ϕx(y)も有界変動とな

り，ϵ > 0に対して，δ > 0が存在して，ϕx(y) の全変動は ϵをこえない。∫ π

0

ϕx(y)
sinny
y dy =

∫ δ

0

ϕx(y)
sinny
y dy +

∫ π

δ

ϕx(y)
sinny
y dy (1.45)

とすると，第２項だけでなく，第１項も n→∞で０となる。その理由は。
有界変動関数 ϕx(y)は２つの単調関数 h+(y), h−(y)の差で表せる。

ϕx(y) = h+(y)− h−(y), 0 < y ≤ δ

ϕx(+0) = 0だから，h±(0) = 0とし，ϕx(y)の全変動が ϵ > 0を越えないから h±(y) ≤ ϵとなる。任意の

単調関数 f(x)と積分可能な関数 g(x)に対する，積分の第２平均値の定理∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a+ 0)

∫ ξ

a

g(x)dx+ f(b− 0)

∫ b

ξ

g(x)dx (a ≤ ξ ≤ b)

を適用して，0 ≤ ξ ≤ δが存在して∫ δ

0

h+(y)
sinny
y dy = h+(δ)

∫ δ

ξ

sinny
y dy = h+(δ)

∫ nδ

nξ

sin t
t

dt

積分

Si(x) =

∫ x

0

sin t
t

dt (1.46)

は存在し，積分正弦関数といわれる。Si(π) = 1.85194 · · ·。従って定数 C ≤ Si(π)に対して∣∣∣∣∣
∫ δ

0

h+(y)
sinny
y dy

∣∣∣∣∣ ≤ Cϵ
となる。h−(y)についても同じだから（1.45）の左辺は n → ∞で０に収束する。したがって sn(f, x)は

f(x)に収束する。

　また後半について，f が閉区間 I で連続かつ I を含む開区間 J で有界変動ならば，これを I 上連続で J

で単調増加な関数 h±(y)の差として表すことが出来る。h±(y)は J で一様連続だから，δ > 0を ϵ ∈ I に
よらずにとることができる。f(x)は I で有界だから（1.45）の右辺第１項も第２項も x ∈ I で一様に０に
収束することになる。

Dirichlet-Jordan の判定条件における「有界変動関数」の条件は，「区分的に滑らか」の条件で議論されることが
多い。
閉区間 [a, b] で関数が「区分的に連続」とは
　「有限個の点 a < x1 < x2 < · · · < xn < b があって，f(x) は各開区間 (a, x1), (x1, x2), · · · , (xn, b) で連続であ
り，各開区間の端点では内部からの極限値が存在する」
ことをいう。閉区間 [a, b] で関数が「区分的に滑らか」とは
　「f(x), f ′(x) が区分的に連続」
であることを言う。区分的に滑らかであれば，すべての点で f(x+ 0), f(x− 0) だけでなく，f ′(x+ 0), f ′(x− 0) が
存在する。区分的に滑らかでないが有界変動である例として

f(x) =

{
x2 sin 1

x
(x ̸= 0)

0 (x = 0)

がある。f(+0) = 0 だが，f ′(+0) は存在しない。したがって区分的に滑らかでない。 しかし，
x > 0, 1/x = (2n+ 1/2)π + θ, −π ≤ θ < π, n = 1, 2, · · · とおくと， [1/(2n+ 1/2)π, 1/(2n+ 2 + 1/2)π] での
全変動は 4/(2n+ 1/2)2 を越えない 。したがって [0, π/2] の全変動 P +N は

P +N ≤
∞∑

n=1

4
(2n+ 1/2)2

< 2π2

3
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だから，有限となり有界変動となる。一般に「区分的に滑らか」ならば有界変動だから，実用上の判定条件として「区
分的に滑らか」が使われることが多い。
　 f(x)を [−π, π]で区分的に滑らかとして，フーリエ級数の収束を証明しておこう。この場合少し証明が簡単になる。
ベッセルの不等式 （1.18）より，フーリエ係数 ak, bk は ak → 0, bk → 0, (k → ∞) である。すなわち

lim
k→∞

∫ π

−π
f(ξ) cos kξdξ = 0, lim

k→∞

∫ π

−π
f(ξ) sin kξdξ = 0

ここでは f(x) の区分的連続を用いている。また f(x) sinx/2, f(x) cosx/2 も区分的に連続だから，これより

lim
k→∞

∫ π

−π
f(ξ) sin (k + 1

2
)ξdξ = 0

これらは Riemann-Lebesgue の補題（1.34）に含まれていることである。
（1.30）では f(x) = (f(x+ 0) + f(x− 0))/2 とおいていたが，f(x) を元の関数にもどしておくと

sn(f, x)−
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
= 2

∫ π

0
ϕx(y)Dn(y)dy

= 1
π

∫ 0

−π

f(x+ y)− f(x− 0)

2 sin y/2
sin (n+ 1

2
)ydy + 1

π

∫ π

0

f(x+ y)− f(x+ 0)

2 sin y/2
sin (n+ 1

2
)ydy

ところが，右辺第２項について

lim
y→+0

f(x+ y)− f(x+ 0)

2 sin y/2
= lim

y→+0

f(x+ y)− f(x+ 0)
y

y

2 sin y/2
= lim

y→+0

f(x+ y)− f(x+ 0)
y

であり，f(x) が区分的に滑らかだから f ′(x+ 0) が存在し，よって
f(x+ y)− f(x+ 0)

2 sin y/2
は 0 ≤ y ≤ π で区分的に

連続となる。したがって

lim
n→∞

1
π

∫ π

0

f(x+ y)− f(x+ 0)

2 sin y/2
sin (n+ 1

2
)ydy = 0

同様に第１項についても

lim
n→∞

1
π

∫ 0

−π

f(x+ y)− f(x− 0)

2 sin y/2
sin (n+ 1

2
)ydy = 0

よって

lim
n→∞

sn(f, x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2

が証明された。

有界変動関数 f(x)の，不連続点での収束を考える。

「Gibbsの現象 」

　いま f(x)が有界変動，０を f(x)の不連続点とし，f(0) = 0, f(+0) = d > 0, f(−0) = −dとする。x = 0

を含むすべての点で sn(f, x)は f(x)に収束するが，一様収束ではない。任意の δ(0 < δ < π)にたいして

lim
n→∞

sn(f, x) = lim
n→∞

2
π

∫ δ

0

1
2
(f(x+ y) + f(x− y)) sinnyy dy

だから，点 x = π
n では，δ =

π
n とすると

lim
n→∞

sn(f,
π
n ) = lim

n→∞
2
π

∫ π
n

0

1
2
(f(πn + y) + f(πn − y))

sinny
y dy

= lim
n→∞

2
π

∫ π

0

1
2
(f(πn + t

n ) + f(πn −
t
n ))

sin t
t

dt = lim
n→∞

2
π

∫ π

0

1
2
(f(+0) + f(+0))sin t

t
dt

= 2d
π

∫ π

0

sin t
t

dt = d× 2
πSi π = d× 1.1789 · · ·

となる。
2
πSi π = 1.1789 · · · (1.47)

は Gibbs定数といわれる。従って limn→∞ sn(f,
π
n ) > d，すなわち f(x)の近似曲線 sn(f, x)は 0 ≤ y ≤

d× 1.1789 · · · に凝集する。これをＧｉｂｂｓ現象という。一般に，aの近傍で，fn(x)→ f(x), f(a+0) >

f(a)(< f(a))とし，xm → a+ 0, limn→∞ fnm(xm) > f(a+ 0)(< f(a+ 0))であるような {xm}が存在す
るとき fn(x)の右側でＧｉｂｂｓ現象を呈するという。
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簡単な例で Gibbs 現象を見ておこう。

f(x) =

{
−1 (−π < x < 0)
1 (0 < x < π)

のフーリエ級数は収束し
f(x) = 4

π

∑
n=1,3,···

sinnx
n

となる。すなわち部分和

s2n+1(f, x) =
4
π

2n+1∑
k=1,3,···

sin kx
k

は sn(f, x) → f(x), (n → ∞) である。項別積分で置き換えて，（1.27）と同じように等比級数を用いて

s2n+1(f, x) =
4
π

2n+1∑
k=1,3,···

∫ x

0
cos kξdξ = 4

π

∫ x

0

2n+1∑
k=1,3,···

cos kξdξ = 2
π

∫ x

0

sin 2(n+ 1)ξ

sin ξ
dξ

が得られる。したがって s2n+1(f, x) は x = π
2(n+ 1)

で不連続点 x = 0 にもっとも近い極値をとる。さらにこの近

傍では上に凸だから極大となる。n → ∞ では（1.37），（1.38）を用いると

lim
n→∞

s2n+1

(
f, π

2(n+ 1)

)
= lim

n→∞
2
π

∫ π
2(n+ 1)

0

sin 2(n+ 1)ξ

sin ξ
dξ = 2

π

∫ π

0

sin t
t

dt = 1.1789 · · ·

となる。

収束を広げる方法がある。数列 sn(f, x)から

Vn(f, x) =
1
n (s1(f, x) + s2(f, x) + · · ·+ sn(f, x))

を定義すると，limn→∞ sn(f, x) = sなら，limn→∞ Vn(f, x) = sが成立する。逆は必ずしも成り立たない

が，次の定理が成り立つことがわかっている。

「f(x)が周期 2πの連続関数ならば，区間 [−π, π]において xにかんして一様に Vn(f, x)→ f(x)となる。」

（Fej́er（フェイエール）の定理

1.1.3 Fourier級数の例

　講義の中で議論する。以下では不連続点での表現を省略するときもある。

1 周期 2πの偶関数のフーリエ級数展開

f(x) = |x| =

{
x (0 ≤ x ≤ π)
−x (−π ≤ x ≤ 0)

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................

.......

.......

.
.......
.......
.

.......

.......

.
.......
.......
.

.......

.......

.
.......
.......
.

.......................................................................................................................
..................
..................
..................
..................
..................................................................................................................................

..................
..................

..................
..................

..............................................................

.......................................................................................................................
..................
..................
..................
..................
..............................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................

x

y

π−π 0

π

偶関数だから

f(x) = 1
2
a0 +

∞∑
n=1

an cosnx

a0 = 2
π

∫ π

0

f(x)dx = 2
π

∫ π

0

xdx = π, an = 2
π

∫ π

0

f(x) cosnxdx = 2
π

∫ π

0

x cosnxdx

= 2× (−1)n − 1

n2π
=

 0 (n = 2, 4, · · · )
− 4
πn2 (n = 1, 3, 5, · · · )

f(x) = 1
2
π − 4

π

∑
n=1,3,5,···

cosnx
n2

= 1
2
π − 4

π (cosx+ 1
32

cos 3x+ 1
52

cos 5x+ · · · )
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f(0) = 0より
π2

8
= 1 + 1

32
+ 1

52
+ 1

72
+ · · ·

が得られる。またパーセバルの等式

1
l

∫ l

−l

|f(x)|2dx = 1
2
a20 +

∞∑
n=1

{a2n + b2n}

を適用して
2
π ×

π3

3
= π2

2
+

∑
n=1,3,5,···

16
π2

1
n4

これより次の級数の和を得る。 ∑
n=1,3,5,···

1
n4

= π4

96

2 周期 2πの奇関数のフーリエ級数展開

f(x) = x (−π ≤ x ≤ π) .............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................

......

....
......
....

......

....
......
....

......

....
......
....

..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
...............

..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
...............

..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
.................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................................................................

x

y

π−π 0

π

奇関数だから

f(x) =
∞∑

n=1

bn sinnx

bn = 2
π

∫ π

0

f(x) sinnxdx = 2
π

∫ π

0

x sinnxdx = 2
n (−1)

n+1

f(x) = 2(sinx− 1
2
sin 2x+ 1

3
sin 3x+ · · · )

関数は f((2n+ 1)π − 0) = π, f((2n+ 1)π + 0) = −πとなり，x = (2n+ 1)πで不連続だ

が，フーリエ級数は x = (2n+ 1)πで 0となり，フーリエ級数の収束定理が確認できる。

x = π
2
より

π
4
= 1− 1

3
+ 1

5
− 1

7
+ · · ·

が得られる。またパーセバルの等式を適用すると，

π2

6
= 1 + 1

22
+ 1

32
+ 1

42
+ 1

52
+ · · ·

が得られる。

余計なことではあるが，これは S = 1+ 1
22

+ 1
32

+ · · · 　とおいて，前出の　 π2

8
= 1 + 1

32
+ 1

52
+ · · · 　を

用いて，S − π2

8
= 1

22
+ 1

42
+ · · · = 1

4
× S 　これより　 S = π2

6
　として得る事もできる。

3 0 < x < πで定義された関数の正弦展開

f(x) = 1 (0 < x < π) ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................

......

....
......
....

......

....
......
....

........................................................................

............................................

............................................

..................................................
......
......
......
......
......
......
......
......
......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

x

y

π 2π−2π −π 0

1

16



フーリエ正弦展開とは，0 < x < πで定義された関数を周期 2πの奇関数と見なして展開することだ

から，次のように展開できる。

f(x) =
∞∑

n=1

bn sinnx

bn = 2
π

∫ π

0

f(x) sinnxdx = 2
π

∫ π

0

sinnxdx =

{ 4
πn (n = 1, 3, 5 · · · )

0 (n = 2, 4, 6, · · · )
　

f(x) = 4
π (sinx+ 1

3
sin 3x+ 1

5
sin 5x+ · · · )

これは，すでに求めた関数 |x|のフーリエ級数の微分によって簡単に求めることもできる。
さらに，周期 2πの関数

g(x) =

{
0 (−π < x < 0)

1 (0 ≤ x ≤ π)
　

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................................
......
....

......

....
......
....

......

....

........................................................................

........................................................................

....................................

........................................................................

........................................................................

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

x

y

π 2π−2π −π 0

1

のフーリエ級数は，g(x) = 1
2
(1 + f(x))より

g(x) = 1
2
+ 2
π (sinx+ 1

3
sin 3x+ 1

5
sin 5x+ · · · )

となる。さらに，周期 2πの関数 h(x)

h(x) =

{
0 (−π/2 < x ≤ π/2)
1 (π/2 ≤ x ≤ 3π/2)

　
....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................................
......
....

......

....
......
....

......

...................................................................................................................................................

........................................................................

....................................

........................................................................

.................................... ......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

x

y

π/2 3π/2−3π/2−π/2 0

1

のフーリエ級数は，g(x)を π/2だけ平行移動して

h(x) = g(x− π/2) = 1
2
+ 2
π (cosx−

1
3
cos 3x+ 1

5
cos 5x− · · · )

となる。

4 周期 2πの周期関数のフーリエ級数展開 (正弦波の半波整流)

f(x) =

{
0 (−π ≤ x ≤ 0)

sinx (0 ≤ x ≤ π)
.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

....................................................................
.......
.

.......

.
.......
.

.......

.
.......
.

.......

.

................................................................................................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................
.................
..................................................................................................................................................... ........................................................................................

.................
.............................................................................................

.................
.............................................................................

x

y

π−π 0

1

f(x) = 1
2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

a0 = 1
π

∫ π

−π

f(x)dx = 1
π

∫ π

0

sinxdx = 2
π

an = 1
π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx = 1
π

∫ π

0

sinx cosnxdx = 1
2π

∫ π

0

(sin (n+ 1)x− sin (n− 1)x)dx

= − 1
π
1 + (−1)n
n2 − 1

=

 0 (n = 1, 3, 5, · · · )
− 2
π

1
n2 − 1

(n = 2, 4, · · · )

bn = 1
π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx = 1
π

∫ π

0

sinx sinnxdx = 1
2π

∫ π

0

(cos (n− 1)x− cos (n+ 1)x)dx
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=


1
2

(n = 1)

0 (n = 2, 3, 4, · · · )

f(x) = 1
π + 1

2
sinx− 2

π (
cos 2x
22 − 1

+ cos 4x
42 − 1

+ · · · )

= 1
π + 1

2
sinx− 2

π

∞∑
k=1

1
4k2 − 1

cos 2kx

5 0 ≤ x ≤ πで定義された正弦波の余弦展開

f(x) = sinx (0 ≤ x ≤ π)
...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................
.......
.......
.

.......

.......

.

..................................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................
................
................
..................
....................
............................................................................................................................................

........
...........
............

................
.................................................................... ...........

........
...........
............
............

...........
........
...........
............

............

x

y

π−π 0

1

これは，前問の f(x)を用いて f(x) + f(−x)→ f(x)によって求めることができる。した

がって

f(x) = 2
π −

4
π (

cos 2x
22 − 1

+ cos 4x
42 − 1

+ · · · )

= 2
π −

4
π

∞∑
k=1

1
4k2 − 1

cos 2kx

パーセバルの等式を適用してみよう。1
2
a0 = 2

π に注意して

1
π

∫ π

−π

(sinx)2dx = 1
2
( 4π )

2 +

∞∑
n=1

(− 4
π ×

1
4n2 − 1

)2

1 = 8
π2 + 16

π2

∞∑
n=1

( 1
4n2 − 1

)2

これより，級数の和
∞∑

n=1

( 1
4n2 − 1

)2 = π2 − 8
16

6 周期 2lの一部１次関数

f(x) =

{
0 (−l ≤ x ≤ 0)

x (0 ≤ x ≤ l)
....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................
.......
.......
.

.......

.......

.
.......
.......
.

.......

.......

.

.............................................................................................................................................................................

..........................................................................................
..................
..................
..................
..................
........................................................................ ............

.......

x

y

l−l 0

f(x) = l
4
− 2l
π2

∞∑
k=1

1
(2k − 1)2

cos
(2k − 1)π

l
x+ l

π

∞∑
n=1

(−1)(n−1)

n sin nπ
l
x

7 0 < x < lで定義された関数のフーリエ正弦展開

f(x) =


2d
l
x (0 ≤ x ≤ l/2)

2d
l
(l − x) (l/2 < x < l)

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

......

....
......
....

....................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................

..................
..................
..................
..............................................................................................................................................

............
............

............
............

............
............

..

......................................................
............
x

y

l/2 l0

d
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f(x) =

∞∑
n=1

bn sin
nπ
l
x

bn = 2
l

∫ l

0

f(x) sin nπ
l
xdx = 2

l

∫ l/2

0

2d
l
x sin nπ

l
xdx+ 2

l

∫ l

l/2

2d
l
(l − x) sin nπ

l
xdx

l − x = yとおくと

2
l

∫ l

l/2

2d
l
(l − x) sin nπ

l
xdx = 2

l

∫ 0

l/2

2d
l
y sin nπ

l
(l − y)(−dy)

= 2
l

∫ l/2

0

2d
l
y sin (nπ − nπ

l
y)dy = (−1)n+1 2

l

∫ l/2

0

2d
l
y sin nπ

l
ydy

より

bn =


4
l

∫ l/2

0
2d
l
x sin nπ

l
xdx (n = 1, 3, 5, · · · )

0 (n = 2, 4, 6, · · · )
=


8d
n2π2 sin nπ

2
(n = 1, 3, 5, · · · )

0 (n = 2, 4, 6, · · · )

f(x) = 8d
π2

[
1
12

sin π
l
x− 1

32
sin 3π

l
x+ 1

52
sin 5π

l
x− · · ·

]
8 0 < x < lで定義された関数のフーリエ余弦展開

f(x) =


2d
l
x (0 ≤ x ≤ l/2)

2d
l
(l − x) (l/2 < x < l)

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

......

....
......
....

....................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................

..................
..................
..................
....................................................................................................

............
............

............................................................
............

............
........

............
............
............
..............................

x

y

l/2 l0

d

これは 0 < x < l/2では元の関数と同じで周期 lの周期関数と見なしたものと同じになる。したがって

f(x) = 1
2
a0 +

∞∑
n=1

an cos
nπ
l/2

x

と余弦展開できる。

a0 = 2
l/2

∫ l/2

0

2d
l
xdx = d

an = 2
l/2

∫ l

0

f(x) cos nπ
l/2

xdx = 2
l/2

∫ l/2

0

2d
l
x cos nπ

l/2
xdx = 2d

(nπ)2
(cosnπ − 1)

=

 − 4d
n2π2 (n = 1, 3, 5, · · · )

0 (n = 2, 4, 6, · · · )

f(x) = d
2
− 4d
π2

[
1
12

cos 2π
l
x+ 1

32
cos 6π

l
x+ 1

52
cos 10π

l
x+ · · ·

]
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9 周期 lの全波整流

f(x) =

 A sin π
l
x (0 ≤ x < l)

f(x+ l) = f(x) ..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................
.......
.......
.

.......

.......

.
.......
.......
.

.......

.......

.

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............
...............
..............
................
.................
............................................................................................................................

...............
..............
................
.................
............................................................................................................................

...............
..............
................
.................
..................

..............
...............
..............
................
.................
............................................................................................................................

...............
..............
................
.................
..............................................................................................................

.............................................................................................
x

y

l−l 0

A

周期 lの偶関数となるから

f(x) = 1
2
a0 +

∞∑
n=1

an cos
2nπ
l
x

と展開できる。

a0 = 2
l/2

∫ l/2

0

f(x)dx = 2
l/2

∫ l/2

0

A sin π
l
xdx = 4A

π

an = 2
l/2

∫ l/2

0

f(x) cos 2nπ
l
xdx = 2

l/2

∫ l/2

0

A sin π
l
x cos 2nπ

l
xdx

= 2A
l

∫ l/2

0

{sin π
l
(2n+ 1)x− sin π

l
(2n− 1)x}dx = −4A

π ·
1

(2n)2 − 1

f(x) = 2A
π −

4A
π

∞∑
n=1

1
4n2 − 1

cos 2nπ
l
x

10 鋸歯状波形　

f(x) =


A
l
x (0 < x < l)

f(x+ l) = f(x) ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................
.......
.......
.

.......

.......

.

........................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................................................................................................

..................
..................
..................
..................
..................
...........

..................
..................
..................
..................
..................
...........

..................
..................
...............

..................
..................
..................
..................
..................
...........

..................
..................
..................
..................
..................
...........

..................
..................
..................
..................
..................
...........

..................
..................
...............

x

y

l 2l0

A

f(x) = A
2
+ g(x), g(x) = −A

2
+ A

l
t

とおくと，g(x)は周期 lの奇関数となる。したがって

g(x) =
∞∑

n=1

bn sin
nπ
l/2

x

と展開できる。

bn = 2
l/2

∫ l

0

f(x) sin nπ
l/2

xdx = 2
l/2

∫ l/2

0

(−A
2
+ A

l
x) sin nπ

l/2
xdx = − A

nπ

f(x) = A
2
− A
π

[
sin 2π

l
x+ 1

2
sin 4π

l
x+ 1

3
sin 6π

l
x+ · · ·

]
11 原点近傍での２乗に比例する関数

f(x) = x2 (−l ≤ x ≤ l)

...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

...

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

..........................................................................................................................................................................................................................................................
.........................
.....................
...................
..................
..................
.................
...............
.....

................................... ...........
.......
...........
......

x

y

l−l 0
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周期 2lの余弦展開となるから

f(x) = 1
2
a0 +

∞∑
n=1

an cos
nπ
l
x

と展開できる。

a0 = 2
l

∫ l/2

0

f(x)dx = 2
l

∫ l

0

x2dx = 2l2

3

an = 2
l

∫ l

0

f(x) cos nπ
l
xdx = 2

l

∫ l

0

x2 cos nπ
l
xdx

= 2
l


x2 · l sin nπl xnπ

l

0

−
∫ l

0

2lx
nπ sin nπ

l
dx

 = − 4
nπ

∫ l

0

x sin nπ
l
xdx = 4l2

π2n2
(−1)n

f(x) = 1
3
l2 + 4l2

π2

∞∑
n=1

(−1)n
n2

cos nπ
l
x

x = 1
2
{x2}′ を用いて，

x (−l < x ≤ l)
f(x+ 2l) = f(x)

}
= 2l
π

∞∑
n=1

(−1)n
n sin nπ

l
x

を求めることもできる。

また x = 0を代入して　 1− 1
22

+ 1
32
− 1

42
+ 1

52
− · · · = π2

12
が得られる。

またパーセバルの等式を適用すると　
∑∞

n=1
1
n4

= π4

90
が得られる。

また余計なことであるが，これは 1
14

+ 1
34

+ 1
54

+ · · · = π4

96
から簡単に導ける。

12 区分的に一定の周期 2πの関数

f(x) =


−1 (−π < x ≤ −π/2)
0 (−π/2 < x ≤ 0)

1 (0 < x ≤ π/2)
0 (π/2 < x ≤ π)

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................................
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.
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................................................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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........................................................................
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......

......

......

......

......

..

......

......

......

......

......

......

......

..

............................................

x

y

−π −π/2 ππ/20

1

−1

f(x) = 2
π

∞∑
k=1

1
2k − 1

{
(−1)k−1 cos (2k − 1)x+ sin (2k − 1)x

}
13 −π < x ≤ πで定義された関数の複素フーリエ級数

f(x) = ex (−π < x < π)

f(x) =
∞∑
−∞

cne
inx

21



とする。

cn = 1
2π

∫ π

−π

e(1−in)xdx = 1
2π(1− in) [e

(1−in)x]π−π

= 1 + in
2π(1 + n2)

(−1)n(eπ − e−π)

f(x) = eπ − e−π

2π

∞∑
n=−∞

(−1)n 1 + in
1 + n2

einx

(1 + in)einx + (1− in)e−inx = 2(cosnx− n sinnx)を用いて，n項と −n項をまとめて実
数型に変形すると

f(x) = eπ − e−π

π

[
1
2
+

∞∑
n=1

{
(−1)n
1 + n2

(cosnx− n sinnx
}]

となる。

14 f(x) = ex (0 < x < π)の余弦展開

f(x) = eπ − 1
π + 2

π

∞∑
n=1

eπ(−1)n − 1

1 + n2
cosnx

15 f(x) = ex (0 < x < π)の正弦展開

f(x) = − 2
π

∞∑
n=1

(eπ(−1)n − 1)n

1 + n2
sinnx

16 f(x) = cosµx (0 < x < π) (µ　は整数ではない)の余弦展開

f(x) =
2µ sinµπ

π

{
1

2µ2 −
∞∑

n=1

(−1)n cosnx
n2 − µ2

}

1.1.4 常微分方程式への応用

　周期的な非斉次項 f(t)をふくむ常微分方程式

y′′(t)+4y(t) = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 0 (1.48)

を解いてみよう。
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

............................................................................................................
.........................
.........................
....................................................................................................................

.........................
.........................
..................................................

.............

.............

.............

.............

.............

.............

............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. ..........

0

f(t)

π

t−π π 2π 3π

非斉次項は

　 f(t) = |t|(−π < t < π), f(t) = f(t+ 2π) (1.49)

である。これのフーリエ級数を求めておくと

f(t) = π
2
− 4
π (cos t+

1
32

cos 3t+ 1
52

cos 5t+ · · · ) (1.50)

　同次方程式

y′′(t) + 4y(t) = 0 (1.51)
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の一般解は

y1 = A sin 2t+B cos 2t (1.52)

である。また元の方程式（非斉次方程式）（1.48）の特解を

y2 = 1
2
a0 +

∑
n=1,3,···

an cosnt (1.53)

とおいて，（1.48）に代入すると

4× 1
2
a0 +

∑
n=1,3,···

(−n2an cosnt+ 4an cosnt) =
π
2
− 4
π (cos t+

1
32

cos 3t+ 1
52

cos 5t+ · · · )

各三角関数は独立として

a0 = π
4
, an = 4

(n2 − 4)n2π
, n = 1, 3, · · ·

よって特解は

y2 = π
8
+

∑
n=1,3,···

4
(n2 − 4)n2π

cosnt (1.54)

したがって元の方程式の一般解は

y = A sin 2t+B cos 2t+ π
8
+

∑
n=1,3,···

4
(n2 − 4)n2π

cosnt (1.55)

となる。

　初期条件より

y(0) = 0 → 0 = B + π
8
+

∑ 4
(n2 − 4)n2π

y′(0) = 0 → 0 = 2A

したがって

y =

{
−π
8
−

∑ 4
(n2 − 4)n2π

}
cos 2t+ π

8
+

∑
n=1,3,···

4
(n2 − 4)n2π

cosnt

= π
8
(1− cos 2t) +

∑
n=1,3,···

4
(n2 − 4)n2π

(cosnt− cos 2t) (1.56)

となる。

1.2 一般フーリエ級数

　フーリエ級数を他の直交関数系を底にした級数に拡張したものを一般フーリエ級数という。偏微分方

程式の境界値問題の解法に不可欠である。少しだけ触れておく。

1.2.1 Sturm-Liouvile型微分方程式

uに関する実数係数の同次型常微分方程式

d2u
dt2

+ f1(t)
du
dt

+ f2(t)u = 0 (1.57)
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において

p(t) = e
∫
f1(t)dt, q(t) = −f2(t)e

∫
f1(t)dt (1.58)

とおくと，Sturm-Liouvile型微分方程式

d
dt

(
p(t)du

dt

)
− q(t)u = 0 (1.59)

が得られる（もっと一般的な２階常微分方程式に対しては，「有限積分変換」を通して，(1.59)に帰着でき

る）。微分演算子

L[u] = d
dt

(
p(t)du

dt

)
− q(t)u (1.60)

を定義する。特定の境界条件にたいして

L[u] + λρ(t)u = 0, (a ≤ t ≤ b) (1.61)

を Sturm-Liouvile 型固有値問題という。この時，λ を固有値，解を固有値 λ に属する固有関数という。

p(t), q(t), ρ(t)は実関数で p(t) > 0, ρ(t) > 0（こうすることによって一般性は失われない）とする。（境界

a, bは少しの間曖昧にしておこう）。

境界条件は一般的に {
Ba[u] = p(a)u′(a) sinα− u(a) cosα = 0

Bb[u] = p(b)u′(b) sinβ − u(b) cosβ = 0
(1.62)

と表せる。 d
dt

(
pudv

dt

)
− quv = pdu

dt
dv
dt

+ uL(v)を移行して

pdu
dt

dv
dt

+ quv = d
dt

(
pudv

dt

)
− uL(v)

u, vを入れ替えて pdv
dt

du
dt

+ qvu = d
dt

(
pvdu

dt

)
− vL(u)

差をとり，積分して ∫ b

a

(vL(u)− uL(v))dt =
[
p(vdu

dt
− udv

dt
)

]b
a

(1.63)

u, vを境界条件（1.62)を満たす方程式（1.61）の解とすると，右辺は０となる。ϕmを固有値 λmに属する

固有関数，L(ϕm)+λmρ(t)ϕm = 0とすると両辺の複素共役をとりL(ϕm)+λmρ(t)ϕm = 0となり，u = ϕm

とおく。同様に v = ϕn を固有値 λn に属する固有関数とすると，

(λn − λm)

∫ b

a

ρ(t)ϕn(t)ϕm(t)dt = 0 (1.64)

が得られる。m = nとすると直ちに固有値は実数であることがわかる。また∫ b

a

ρ(t)ϕn(t)ϕm(t)dt = 0, λm ̸= λn (1.65)

が得られる。そこで内積を

(u, v) =

∫ b

a

ρ(t)u(t)v(t)dt (1.66)

によって定義すると，異なる固有値に属する固有関数は直交する，ことになる。

L(ϕm) = −λmρ(t)ϕm
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の両辺に ϕm(t)をかけて積分すると，

λm(ϕm, ϕm) = −
∫ b

a

L(ϕm)ϕm(t)dt =

∫ b

a

[
p(t)|ϕ′m(t)|2 + q(t)|ϕm(t)|2

]
dt−

[
p(t)ϕm(t)ϕm(t)

]t=b

t=a

q(t) ≥ 0で，さらに， [
p(t)ϕm(t)ϕm(t)

]t=b

t=a
≤ 0 (1.67)

とすると，固有値は λm ≥ 0となる。

　任意関数 f(t)が正規化された直交系 (ϕk(t), k = 1, 2, · · · )で

f(t) ≈
∞∑
k=1

akϕk(t) (1.68)

と展開されたとすると，

ak =

∫ b

a

ρ(t)f(t)ϕk(t)dt (k = 1, 2, · · · ) (1.69)

となる。次の定理が知られている。

1 Sturm-Liouvile型固有値問題は可算個の実数の固有値を持ち，これを λ1 < λ2 < · · · と並べると，
λn → +∞(n→∞)。

2 固有関数はヒルベルト空間の直交系をなし，規格化によって，完全正規直交系をつくる。

3 [a, b]上で２乗可積分な関数 f(t)にたいして，級数 (1.68)は f(t)に平均収束する。

lim
n→∞

∫ b

a

ρ(t)

[
f(t)−

n∑
k=1

akϕk(t)

]2

dt = 0 (1.70)

4 境界条件 (1.62)を満たし，
∫ b

a
|f ′(x)|2ρ(x)dx < +∞の任意の関数 f(t)は，境界値問題 (1.61),(1.62)

の固有関数によって，一様収束する級数 (1.69)に展開される。

(−l, l)で定義された関数 f(x)に対する Fourier級数

f(x) = 1
2
a0 +

∞∑
k=1

(ak cos
kπ
l
x+ bk sin

kπ
l
x)

は Strum-Liouvilleの固有値問題

u′′ + λ2u = 0, u|x=−l = u|x=l

に対応する。

一般フーリエ級数は分野あるいは２階の方程式に応じて，それぞれ異なった特殊関数を底とする事になる。

したがって，応用のためには，それぞれの特殊関数についての知識が必要になる。また，収束性や，完全

性については数学的にかなり高度な議論が必要であるが，工学や物理学に関わる研究者や技術者の多くは，

それらの厳密な議論には必ずしも関わらないで使うのが通例である。どうしても前提が怪しくなったり，必

要になったときに，あらためて学習しよう（？）。
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1.2.2 ルジャンドルの多項式による展開

　一般フーリエ級数の一番わかりやすい例として，ルジャンドルの多項式展開を考えよう。

(1− t2)d
2y

dt2
− 2t

dy
dt

+ λy = 0 ( d
dt

[
(1− t2)dy

dt

]
+ λy = 0) (1.71)

を Legendreの方程式という。区間 [−1, 1]で恒等的には０でない解で，特異点 t = ±1で有界な解を求めよ
う。これは (1.61)で，p(t) = 1− t2, q(t) = 0, ρ(t) = 1, a = −1, b = 1に相当した固有値問題である。

t = 1− 2zとおくと (1.71)は

x(1− x)d
2y

dz2
+ (1− 2z)

dy
dz

+ λy = 0

となり，Gaussの微分方程式 (超幾何微分方程式)

z(1− z)d
2y

dz2
+ {γ − (α+ β + 1)z}dy

dz
− αβy = 0

において，α = n+ 1, β = −n, γ = 1, λ = −αβ とおいたものである。特異点 t = ±1で有界な解は nを整

数として，λ = n(n+ 1)の n次の多項式の解が得られた（ラプラス変換と常微分方程式メモ 参照）。

Pn(t) =
1

2nn!
dn

dtn
(t2 − 1)n, λ = n(n+ 1) (n = 0, 1, 2 · · · ) (1.72)

とし，これを Legendreの多項式と言った。(1.65)より，Legendre多項式は直交系をなす。

∫ 1

−1

Pn(t)Pm(t)dt =

 0 (m ̸= n)
2

2n+ 1
(m = n)

(1.73)

Pn(t)は Pn(−t) = (−1)nPn(t)の偶奇性を持っている。また

Pn(t) =
1

2nn!
dn

dtn
[(t+ 1)n(t− 1)n]

に積の微分公式（Leibnizの公式）を適用すると，

Pn(1) = 1

が得られる。

P0(t) = 1, P1(t) = t, P2(t) =
1
2
(3t2−1), P3(t) =

1
2
(5t3−3t), P4(t) =

1
8
(35t4−30t2+3), P5(t) =

1
8
(63t5−70t3+15t), · · ·

いま，[−1,+1]で定義された任意の関数 f(t)が Legendreの多項式による級数

f(t) =

∞∑
n=0

anPn(t) (1.74)

に展開されたとすると，

an = 2n+ 1
2

∫ 1

−1

f(t)Pn(t)dt (n = 0, 1, 2, · · · ) (1.75)

となる。Legendreの多項式が完全系をなすことは次のようにしてもわかる。

　任意の n次の多項式 Qn(t)は n次までの Legendreの多項式の１次結合で表せる。

Qn(t) =

n∑
k=0

CkPk(t)
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「Weierstrassの多項式近似定理」によって，区間 [−1, 1]の勝手な連続関数は多項式Qn(t)によっていくら

でも正確に一様に近似できる。従って任意の ϵ > 0に対して，適当にN が選べて，

|f(t)−
N∑

k=0

CkPk(t)| <
√
ϵ
2

とできる。これより ∫ 1

−1

[f(t)−
N∑

k=0

CkPk(t)]
2dt < ϵ

ところが，任意の連続な f(t)にたいして，フーリエ係数 (ak, k = 0, 1, 2, · · · )は残差平方和 EN を最小にす

る。（フーリエ級数の項を参照）

En =

∫ 1

−1

[f(t)−
N∑

k=0

CkPk(t)]
2dt

したがって ∫ 1

−1

[f(t)−
N∑

k=0

akPk(t)]
2dt < ϵ

よって Legendre多項式によって一様に近似できる。

Legendre多項式 Pn(t)は [−1, 1]での重み関数 ρ(t) = 1に対する直交多項式である。[−1, 1]で定義された
m ≤ 2n − 1次元の多項式の [−1, 1]での積分は n次の Legendre多項式の零点での値によって厳密に表す

ことができる。この性質はガウス型数値積分法に活かされる（数値計算メモ参照）。Legendre多項式と同

じような扱いができる関数を表にしておく。

　

直交多項式 区間 重み 微分方程式 (固有値 λ) λ 固有関数

Legendre [−1, 1] 1 (1− t2)y′′ − 2ty′ + λy = 0 n(n+ 1) Pn(t) =
1

2nn!
dn

dtn
(t2 − 1)n

Chebishev [−1, 1] 1√
1−x2

(1− t2)y′′ − ty + λy = 0 n2 Tn(t) =
1

2n−1 cos (n cos
−1 t)

Laguerre [0,∞) e−x ty′′ + (1− t)y′ + λy = 0 n Ln(t) = et d
n

dtn
(tne−t)

Hermite (−∞,∞) e−x2

y′′ − 2ty′ + λy = 0 2n Hn(t) = (−1)net2 dn

dtn
(e−t2)

　一つだけ簡単な例を考える。フーリエ級数で議論したと全く同じ関数である（ただし，フーリエ級数

では −π < t ≤ πを考えていた）。

g(x) =

{
0 (−1 < t < 0)

1 (0 ≤ t ≤ 1)
　

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................................
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..............................................................................
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......
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............................................

............................................

t

f(t)

1 2−2 −1 0

1

はじめに，図では，t < −1, t > 1でも破線でグラフを描いているが，Legendre多項式は −1 ≤ t ≤ 1での

み定義されており，フーリエ級数の場合のように，級数が周期 2の関数に拡張する働きはない。従って意

味のある変域は −1 ≤ t ≤ 1のみである。

an = 2n+ 1
2

∫ 1

−1

f(t)Pn(t)dt =
2n+ 1

2

∫ 1

0

Pn(t)dt

n = 0のときは an = 1
2
である。

Pn(t)は (−1)n の偶奇性を持っており，kを正の整数として，n = 2kでは１との直交性を考慮すると，上
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の積分は０となる。

n = 2k + 1のときは

a2k+1 =
2(2k + 1) + 1

2
1

22k+1(2k + 1)!

∫ 1

0

d2k+1

dt2k+1
(t2 − 1)2k+1dt =

2(2k + 1) + 1

2 · 22k+1(2k + 1)!

[
d2k

dt2k
(t2 − 1)2k+1

]1
0

右辺では因数 (t2 − 1)が残り，t = 1での値は０である。t = 0のときは，((t2 − 1)2k+1を２項展開をして，

tの 2k次の項のみが残るから，

an =
2(2k + 1) + 1

2
−1

22k+1(2k + 1)!
× (−1)k+1 × (2k + 1)!(2k)!

k!(k + 1)!
= (−1)k (4k + 3)(2k)!

22(k+1)(k + 1)!k!

よって

f(t) =

∞∑
n=0

anPn(t) =
1
2
+ 3

22
P1(t)− 7 · 2!

24 · 2! · 1!
P3(t) +

11 · 4!
26 · 3! · 2!

P5(t)− · · ·

1.2.3 Bessel関数による展開

d2y

dt2
+ 1
t
dy
dt

+ (1− ν2

t2
)y = 0 (1.76)

をベッセルの微分方程式という。原点で正則な解をベッセル関数といい，

Jν(t) =
∞∑
k=0

(−1)k
k!Γ(ν + k + 1)

( t
2

)ν+2k
(1.77)

となる。ベッセルの微分方程式で t = kxとして，xを独立変数にすると

d2y

dx2
+ 1
x
dy
dx

+ (k2 − ν2

x2
)y = 0 (1.78)

となるが，
d
dx

(
x
dy
dx

)
+ (k2x− ν2

x )y = 0 (1.79)

とも書け，p(x) = x, q(x) = ν2

x , ρ(x) = x, λ = k2, a = 0, (bは後で決める)の Strum-Liouvile型固有値問題

である。(1.79)の原点で正則な解は y = Jν(kx)となる。Jν(kx)には次の性質がある。

1 ν > −1ならば，Jν(x)は非実の複素数の零点を持たず，無限個の実数の零点を持っている。
零点は正，負の対で現れるから，全て正のみを扱う。 Jν(µi) = 0, µi > 0 i = 1, 2, · · ·
　したがって，境界条件 y(l) = 0に対する，固有値問題の解は

　　　 Jν(µi
x
l
), Jν(µi) = 0, ki =

µi

l
, 0 < µ1 < µ2 < · · ·

　となる。

2 直交性と正規化

∫ l

0

xJν(µi
x
l
)Jν(µj

x
l
)dx =

 0 (j ̸= i)

l2

2
J ′2
ν (µi) =

l2

2
J2
ν+1(µi) (j = i)

　 (ν > −1) (1.80)
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3 [0, l]で定義された関数 f(t)を

f(t) =

∞∑
i=1

aiJν(µi
t
l
) (ν > −1) (1.81)

ai = 2
l2J2

ν+1(µi)

∫ l

0

af(t)Jν(µi
t
l
)dt (1.82)

と展開することを，f(t)の Fourier-Bessel級数展開という。

　例は円形領域での２次元波動方程式のところを参照。

また，もっと一般の t = kx = klにたいする境界条件

αJν(t) + βtJν(t) = 0 (ν > −1) (1.83)

にたいして，次のことが言える。

1 (1.83)の解は，α/β + ν ≥ 0ならば，全て実数であり，その正の解を µi とする。

従って固有値問題の解は

　　　　　 Jν(µi
x
l
), αJν(µi) + βµiJν(µi) = 0, 0 < µ1 < µ2 < · · ·

2 直交性と正規化

∫ l

0

xJν(µi
x
l
)Jν(µj

x
l
)dx =

 0 (j ̸= i)

l2

2
(1 +

α2 − β2ν2

β2µ2
i

)J2
ν (µi) (j = i)

　 (ν > −1) (1.84)

3 [0, l]で定義された関数 f(t)に対して，級数展開

f(x) =
∞∑
i=1

biJν(µi
x
l
) (1.85)

bi = 2

l2(1 +
α2 − β2ν2

β2µ2
i

)J2
ν (µi)

∫ l

0

xf(x)Jν(µi
x
l
)dx (1.86)

を Deni-Bessel級数展開という。

1.2.4 球関数による展開

　球面座標 (θ, ϕ),−π ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ πの方程式

1
sin θ

∂
∂θ

(sin θ∂Y
∂θ

) + 1
sin2 θ

∂2Y
∂ϕ2

+ p(p+ 1)Y = 0 (1.87)

を解いてみよう。Y (θ, ϕ)の形を求めるため，変数分離して，

Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ) (1.88)

とおいて，分離定数をm2 とすると

d2Φ
dϕ2

+m2Φ = 0 (1.89)

1
sin θ

d
dθ

(sin θdΘ
dθ

) +

{
p(p+ 1)− m2

sin2 θ

}
Θ = 0 (1.90)
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Φが一価の関数であるためには Φ(ϕ+2π) = Φ(ϕ)であり，(1.89)の解はmが（正の）整数となる。(1.90)

は，µ = cos θとおくと，

d
dµ

{
(1− µ2)dΘ

dµ

}
+

{
p(p+ 1)− m2

1− µ2

}
Θ = 0 (1.91)

これは，Legendreの陪関数の方程式とよばれている。p = lとして p(p+ 1) = l(l+ 1)，p = −(l+ 1)とし

ても p(p+ 1) = l(l + 1)だから，(1.91)で p = l ≥ 0とする。Θ(µ) = (1− µ2)m/2yとおくと，

(1− µ2)
d2y

dµ2 − 2(m+ 1)µ
dy
dµ

+ (l −m)(l +m+ 1)y = 0 (1.92)

y は確定特異点 µ = ±1で有界である，という条件で解を求める。これが固有値問題の境界条件を設定し
ている。これは方程式 (1.92)を超幾何方程式に変換したとき，µ = ±1のとき超幾何級数が収束するとい
う条件となり，級数が有限項で終わる条件となり，結局 lが整数となる。さらにm = 0のとき，(1.92)は

d
dµ

{
(1− µ2)

dPl

dµ

}
+ l(l + 1)Pl = 0 (1.93)

すなわち，Legendreの方程式 (1.71)となり，解 Pl(µ)は Legendreの多項式である。(1.93)を µでm回微

分して，

(1− µ2)
dm+2Pl

dµm+2 − 2(m+ 1)µ
dm+1Pl

dm+1µ
+ (l −m)(l +m+ 1)

dmPl

dµm = 0

これと (1.92)を比較して，結局 (1.91)の特解は

Pm
l (µ) = (1− µ2)m/2 d

mPl

dµm (1.94)

あるいは，

Pm
l (cos θ) = sinmθ dm

d(cos θ)m
Pl(cos θ) (m = 0, 1, 2, · · · , l) (1.95)

となる。Legendreの陪関数は sinmθを別にすると，cos θの多項式である。結局，

1
sin θ

∂
∂θ

(sin θ∂Y
∂θ

) + 1
sin2 θ

∂2Y
∂ϕ2

+ λY = 0 (1.96)

の変数分離解がY = Pm
l (cos θ) cosmϕ,Pm

l (sin θ) cosmϕ, λ = l(l+1)となった。(1.96)の l次の解をYl(θ, ϕ)

で表し，l次の球面 (調和)関数という。

2l+1個の l次の球面関数 Pl(θ), P
m
l (θ) cosmϕ,Pm

l (θ) sinmϕ, (m = 0, 1, 2, · · · , l), (l = 1, 2, · · · )は，異
なるmにたいしては三角関数 1, cosmϕ, sinmϕ,m = 1, 2, · · · の直交性から，同じmでも異なる lに対し

ては Pm
l (θ)が固有値問題 (1.91)の p = lの解であることから直交し，直交関数系をなす。半径 1の球面を

Σとすると ∫∫
Σ

[Pl(cos θ)]
2dS = 4π

2l + 1
(1.97)∫∫

Σ

[Pm
l (cos θ) cosmϕ]2dS =

∫∫
Σ

[Pm
l (cos θ) sinmϕ]2dS =

2π(l +m)!

(2l + 1)(l −m)!
(1.98)

となる。よって，l次の球面関数 Yl(θ, ϕ)は

Yl(θ, ϕ) = a0Pl(cos θ) +

n∑
m=1

(am cosmϕ+ bm sinmϕ)Pm
l (cos θ) (1.99)
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となる。さらに，球面上 Σで一階偏導関数も含めて連続な関数 f(θ, ϕ)は

f(θ, ϕ) = a00 +
∞∑
k=1

[
a0Pk(cos θ) +

k∑
m=1

(amk cosmϕ+ bmk sinmϕ)P
m
k (cos θ)

]
(1.100)

と展開できる。

a0k = 2k + 1
2π

∫∫
Σ

f(θ′, ϕ′)Pk(cos θ
′)dS

amk = 2k + 1
2π

(k −m)!

(k +m)!

∫∫
Σ

f(θ′, ϕ′)Pm
k (cos θ′) cosmϕ′dS (1.101)

bmk = 2k + 1
2π

(k −m)!

(k +m)!

∫∫
Σ

f(θ′, ϕ′)Pm
k (cos θ′) sinmϕ′dS
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1.3 フーリエ変換

1.3.1 フーリエ積分まとめ

一般区間 (−l, l)で定義された関数に対するフーリエ級数 (1.4)を (−∞,∞)に拡張しよう。いま f(x)を

絶対積分可能 ∫ ∞

−∞
|f(x)|dx < M (1.102)

とする。
kπ
l

= ωk, ωk+1 − ωk = π
l
= ∆ω

とおくと

f(x) = 1
2
a0 +

∞∑
k=1

{A(ωk) cosωkx+B(ωk) sinωkx}∆ω

A(ωk) =
l
π ak = 1

π

∫ l

−l

f(x) cosωkxdx, B(ωk) =
l
π bk = 1

π

∫ l

−l

f(x) sinωkxdx

また

a0 ≤ 1
l

∫ ∞

−∞
|f(x)|dx < M

l

したがって，l→∞で

フーリエ積分

　 f(x) =

∫ ∞

0

{A(ω) cosωx+B(ω) sinωx}dω (1.103)

A(ω) = 1
π

∫ ∞

−∞
f(ξ) cosωξdξ, B(ω) = 1

π

∫ ∞

−∞
f(ξ) sinωξdξ

特に f(x)が偶関数（f(−x) = f(x)）のとき

f(x) =

∫ ∞

0

A(ω) cosωxdω, A(ω) = 2
π

∫ ∞

0

f(ξ) cosωξdξ (1.104)

　　 f(x)が奇関数（f(−x) = −f(x)）のとき

f(x) =

∫ ∞

0

B(ω) sinωxdω, B(ω) = 2
π

∫ ∞

0

f(ξ) sinωξdξ (1.105)

まとめると

f(x) = 1
π

∫ ∞

0

dω

∫ ∞

−∞
f(ξ) cosω(x− ξ)dξ (1.106)

　となる。cosは ωの偶関数だから cosω(ξ − x)としても同じである。cosx = (eix + e−ix)/2を用いると，

（1.106)から

f(x) = 1
2π

∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

−∞
f(ξ)eiω(x−ξ)dξ (1.107)

　となる。（1.103）または（1.106），（1.107）をフーリエ積分（Fourier integral）という。
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1.3.2 フーリエ積分の収束定理

　フーリエ積分の収束はフーリエ級数と同じように議論できる。（1.106）について

フーリエ重積分定理

f(x)を絶対積分可能で，xの近傍で有界変動の関数のとき，

lim
R→∞

1
π

∫ R

0

dω

∫ ∞

−∞
f(ξ) cosω(x− ξ)dξ = 1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)]　 (1.108)

が成立する。

sR(f, x) = 1
π

∫ R

0

dω

∫ ∞

−∞
f(ξ) cosω(x− ξ)dξ = 1

π

∫ ∞

−∞
f(ξ)dξ

∫ R

0

cosω(x− ξ)dω

= 1
π

∫ ∞

−∞
f(ξ)

sinR(x− ξ)
x− ξ dξ = 1

π

∫ ∞

−∞
f(x+ ξ)

sinRξ
ξ

dξ

= 1
π

∫ ∞

0

[f(x+ ξ) + f(x− ξ)] sinRξ
ξ

dξ

f(x)を [x− δ, x+ δ]で有界変動とすると，ϕ(ξ) = 1
2
[f(x+ ξ) + f(x− ξ)]として

sR(f, x) =
2
π

∫ δ

0

ϕ(ξ)
sinRξ
ξ

dξ + 2
π

∫ ∞

δ

ϕ(ξ)
sinRξ
ξ

dξ

右辺第２項は，Riemann-Lebesgue の補題より，R→∞で０に収束する。第１項もR→∞で，（1.44）の

証明と同じで ϕ(+0)に収束する。

　この定理もフーリエ級数の収束条件と同様「有界変動」の条件は，「区分的に滑らか」の条件で置き換え

て用いることが出来る。

1.3.3 フーリエ積分の例

　フーリエ積分は，後で出てくるフーリエ変換の枠組みの中で議論した方がスッキリするから，以下で

はごく少数例のみを取り上げる。また不連続点での表現を省略するときもある。

1 f(x) =

{
1 (|x| < a)

0 (|x| > a)
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................

.............

.............

.............

.............

.............

...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
x

y

−a a0

1

f(x)は偶関数より，

A(ω) = 2
π

∫ ∞

0

f(ξ) cosωξdξ = 2
π

∫ a

0

cosωξdξ = 2
π
sin aω
ω

　よって

f(x) =

∫ ∞

0

A(ω) cosωxdω = 2
π

∫ ∞

0

sin aω cosωx
ω dω

33



不連続点も考慮して，これより積分公式

∫ ∞

0

sinωa cosωx
ω dω =


π
2

(|x| < a)

π
4

(|x| = a)

0 (|x| > a)

,

∫ ∞

0

sinx cos ax
x dx =


π
2

(|a| < 1)

π
4

(|a| = 1)

0 (|a| > 1)

特に a = 0とすると，つぎの積分公式が得られる。∫ ∞

0

sinx
x dx = π

2

2 fe(x) = e−p|x| (p > 0)
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................

............................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................

x

y

0

1
e−pxepx

これも偶関数だから

A(ω) = 2
π

∫ ∞

0

fe(ξ) cosωξdξ =
2
π

∫ ∞

0

e−px cosωξdξ = 2
π

p

p2 + ω2

(ラプラス変換公式を思い出そう！）

fe(x) =

∫ ∞

0

A(ω) cosωxdω =
2p
π

∫ ∞

0

cosωx
p2 + ω2 dω

これより次の積分公式が得られる。∫ ∞

0

cosωx
x2 + a2

dx = π
2a
e−a|ω| (a > 0)

3 fo(x) =

{
e−px (x > 0)

−epx (x < 0)
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................

...................
.......................

................................
...............................................................

.............
x

y

0

1

−1

e−px

−epx

　 fo(x)は奇関数だから

B(ω) = 2
π

∫ ∞

0

fo(ξ) =
2
π

∫ ∞

0

e−px sinωξdξ = 2
π

ω
p2 + ω2

(またまた　ラプラス変換公式を思い出そう！)

fo(x) =

∫ ∞

0

B(ω) sinωxdω = 2
π

∫ ∞

0

ω sinωx
p2 + ω2 dω

（注） f ′e(x) =

{
−pe−px (x > 0)

pe+px (x < 0)
= −pfo(x)

より

fo(x) = −1
pf

′
e(x) = −

1
p

d
dx

2p
π

∫ ∞

0

cosωx
p2 + ω2 dω = 2

π

∫ ∞

0

ω sinωx
p2 + ω2 dω

また不連続点も考慮して次の積分公式が得られる。

∫ ∞

0

x sinωx
x2 + a2

dx =


π
2
e−aω (ω > 0)

0 (ω = 0)

−π
2
eaω (ω < 0)
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4 f(x) =

{
−1 (x < 0)

1 (x > 0)
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................................................................
............. ............. ............. ............. .............

..........
...

............
..............

.............
..........................

x

y

0

1

−1

e−px

−epx

　これは前題の fo(x)で p→ 0とすることによって得られる。

2
π

∫ ∞

0

sinωx
ω dω =


−1 (x < 0)

0 (x = 0)

1 (x > 0)

また単位関数 U(x)次のように表せる。

U(x) = 1
2
+ 1

2
f(x) = 1

2
+ 1
π

∫ ∞

0

sinωx
ω dω

5

f(x) =

{
1 (a < x < b)

0 (x < a, x > b)
= U(x− a)−U(x− b) ......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................................................................................
.............
.............
.............
.............
..............................................................................................................................................................................................................................

x

y

0

1

a b

U(x− a)− U(x− b) = 1
π

∫ ∞

0

sinω(x− a)− sinω(x− b)
ω dω

U(x+ a)− U(x− a) = 2
π

∫ ∞

0

sinωa cosωx
ω dω

1.3.4 フーリエ変換まとめ

関数 f(x)に対して，（1.107）を２段の形にして

フーリエ変換と反転公式

F (ω) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ = F{f(x)} (フーリエ変換) (1.109)

f(x) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω = F−1{F (ω)} (フーリエ反転公式) (1.110)

となる。これらのフーリエ変換の収束性は（1.108）で保証される。

フーリエ変換の収束定理

f(x)が絶対積分可能で，xの近傍で有界変動の関数のとき，

(1) f(x)が連続な点 xでは， F−1{F (ω)} = f(x)

(2) f(x)が不連続な点 xでは， F−1{F (ω)} = 1
2
(f(x− 0) + f(x+ 0))

となる。
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次の定理は積分の順序を交換して簡単に証明できる。

フーリエ変換の微分

(1) f(x), f ′(x)のフーリエ変換が存在するとき

F{f ′(x)} = iωF (ω)

さらに f ′′(x)のフーリエ変換が存在するとき

F{f ′′(x)} = −ω2F (ω)

(2) xf(x)のフーリエ変換，および F ′(ω)が存在するとき

F ′(ω) = F{−ixf(x)}
となる。

　 f(x), g(x)のフーリエ変換を F (ω), G(ω)，g(x), G(ω)の複素共役を g∗(x), G∗(ω)とすると

∫ ∞

−∞
F (ω)G∗(ω)dω =

∫ ∞

−∞

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ · 1√

2π

∫ ∞

−∞
g∗(ζ)e+iωζdζ

]
dω

=

∫ ∞

−∞

[
1
2π

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(ξ)eiω(ζ−ξ)dξ

)
dω

]
g∗(ζ)dζ

=

∫ ∞

−∞
f(ζ)g∗(ζ)dζ

　これはそれぞれの空間での内積を

(f, g) =

∫ ∞

−∞
f(x)g∗(x)dx, (F,G) =

∫ ∞

−∞
F (ω)G∗(ω)dω

で定義し，それぞれの空間でのノルムを ||f || =
√
|(f, f)|, ||F || =

√
|(F, F )|で 定義したとき，変換の前後

でノルムが変わらないことを意味する。

||f || = ||F ||

∫ ∞

−∞
f(x)g∗(x)dx =

∫ ∞

−∞
F (ω)G∗(ω)dω (1.111)

とくに f(x) = g(x)のとき

パーセバルの等式∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

∫ ∞

−∞
|F (ω)|2dω (1.112)

が成り立つ。

合成積（たたみ込み）を

f ∗ g =

∫ ∞

−∞
f(x− ξ)g(ξ)dξ
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で定義する（ラプラス変換で用いた合成積と定義が違うことに注意）。合成積 f ∗ g は他の合成積と同様
f ∗ g = g ∗ f, (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h), f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ hなどの性質がある。

F (ω)G(ω) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ · 1√

2π

∫ ∞

−∞
g(ζ)e−iωζdζ

= 1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(ξ)g(ζ)e−iω(ξ+ζ)dξdζ

ξ + ζ = xとおいて，積分変数を (ξ, ζ)から (ξ, x)に変換する。

dξdζ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ξ
∂ξ

∂ξ
∂x

∂ζ
∂ξ

∂ζ
∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣ dξdx =

∣∣∣∣∣ 1 0

−1 1

∣∣∣∣∣dξdx = dξdx

だから

F (ω)G(ω) = 1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(ξ)g(x− ξ)e−iωxdξdx

= 1
2π

∫ ∞

−∞
e−iωx

[∫ ∞

−∞
f(ξ)g(x− ξ)dξ

]
dx = 1√

2π
F{f ∗ g}

合成積のフーリエ変換（合成積定理)

合成積（たたみ込み）を

f ∗ g =

∫ ∞

−∞
f(x− ξ)g(ξ)dξ (1.113)

で定義すると

F{f ∗ g} =
√
2πF{f}F{g} (1.114)

（フーリエ変換の定義によっては，係数
√
2πがつかない表現もあることに注意！）

フーリエ積分と同様に，f(x)が偶関数のとき，

C(ω) ≡ F (ω) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ

= 1√
2π

{∫ 0

−∞
f(ξ)e−iωξdξ +

∫ ∞

0

f(ξ)e−iωξdξ

}
= 1√

2π

{∫ ∞

0

f(ξ)eiωξdξ +

∫ ∞

0

f(ξ)e−iωξdξ

}
=

√
2
π

∫ ∞

0

f(ξ) cosωξdξ

したがって C(ω)も偶関数（C(−ω) = C(ω)）である。また反転公式は

f(x) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω = 1√

2π

{∫ 0

−∞
C(ω)eiωxdω +

∫ ∞

0

C(ω)eiωxdω

}
=

√
2
π

∫ ∞

0

C(ω) cosωxdω
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同様に f(x)が奇関数のとき，フーリエ変換を S(ω) = iF (ω)とおくと

S(ω) ≡ iF (ω) = i 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ

= i 1√
2π

{∫ 0

−∞
f(ξ)e−iωξdξ +

∫ ∞

0

f(ξ)e−iωξdξ

}
= i 1√

2π

{∫ ∞

0

f(−η)eiωηdη +

∫ ∞

0

f(ξ)e−iωξdξ

}
=

√
2
π

∫ ∞

0

f(ξ)e
iωξ − e−iωξ

2i
dξ =

√
2
π

∫ ∞

0

f(ξ) sinωξdξ

となり S(ω)は奇関数 (S(−ω) = −S(ω))となる。また反転公式は

f(x) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω = 1√

2π

{∫ ∞

−∞

S(ω)
i

eiωxdω

}
= 1√

2π

{∫ 0

−∞

S(ω)
i

eiωxdω +

∫ ∞

0

S(ω)
i

eiωxdω

}
=

√
2
π

∫ ∞

0

S(ω) sinωxdω

となる。

フーリエ余弦変換 f(x)が偶関数 (f(−x) = f(x))のとき

C(ω) ≡ F (ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

f(ξ) cosωξdξ , (C(−ω) = C(ω)) (1.115)

f(x) =

√
2
π

∫ ∞

0

C(ω) cosωxdω (1.116)

フーリエ正弦変換 f(x)が奇関数 (f(−x) = −f(x))のとき

S(ω) ≡ iF (ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

f(ξ) sinωξdξ , (S(−ω) = −S(ω)) (1.117)

f(x) =

√
2
π

∫ ∞

0

S(ω) sinωxdω (1.118)

が成り立つ。フーリエ余弦変換，正弦変換はフーリエ余弦級数，正弦級数の場合と同じように，(0,∞)で

定義された関数をそれぞれ偶関数，奇関数とみなしてフーリエ変換したものでもあり，関数の定義域の拡

張にもなっている。収束の良さは原点での連続性に大きく支配される。

また， パーセバルの等式 は次のように簡単になる。∫ ∞

0

|f(x)|2dx =

∫ ∞

0

|C(ω)|2dω (f(x) が偶関数のとき) (1.119)∫ ∞

0

|f(x)|2dx =

∫ ∞

0

|S(ω)|2dω (f(x) が奇関数のとき) (1.120)
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1.3.5 フーリエ変換の性質

　応用上役立つフーリエ変換の性質をまとめておこう。

　関数　 　フーリエ変換 　性質

1 λf(x) + ηg(x) λF (ω) + ηG(ω) 線形性

2
∫∞
−∞ |f(x)|

2dx
∫∞
−∞ |F (ω)|

2dω パーセバルの法則

3 f(x) ∗ g(x)
√
2πF (ω)G(ω) 合成積定理

4 f(λx) 1
|λ|F (

ω
λ
) 相似法則

5 f(x− x0) F (ω)e−iωx0 座標上の移動

6 f(x)eiω0 F (ω − ω0) ω軸上の移動

7
dnf(x)
dxn

(iω)nF (ω) 座標微分

8
∫ x

−∞ f(τ)dτ
F (ω)
iω

座標積分

9 (ix)nf(x)
dnF (ω)
dωn ω微分

10 f∗(x) F ∗(−ω) 複素共役

これらは，工学，特に，フーリエ変換にもとずくデータ処理に重要な役割を持つが，ここでは省略する。

1.3.6 超関数のフーリエ変換

　通常のフーリエ積分が収束しない場合でも，超関数と見なすとフーリエ変換が可能な場合がある。超

関数の扱いは「ラプラス変換と常微分方程式メモ」を参照下さい。厳密に扱いたいときは「物理数学の方

法」L.シュワルツ著，吉田，渡辺訳,岩波書店　を参照して下さい。以下に一部の超関数のフーリエ変換

を証明無しで記します。

f(t) = F−1 [F (s)] F (s) = F [f(t)] 参考

0 δ(t) 1√
2π

1 δ(t− t0) 1√
2π
e−iωt0

2 1
√
2πδ(ω)

3 eiω0t
√
2πδ(ω − ω0)

4 cosω0t
√
π
2
(δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0))

5 sinω0t i
√
π
2
(δ(ω + ω0)− δ(ω − ω0))

6 U(t) 1√
2π

(πδ(ω) + 1
iω

)

7
dnδ(t)
dtn

1√
2π

(iω)n

8 tn
√
2πin

dnδ(ω)
dωn

9 |t| − 1√
2π

2
ω2

10 tU(t) i
√
π
2
δ(ω)
ω − 1√

2π

1
ω2

11 sT (t) =
∑∞

n=−∞ δ(t− nT ) sω0(ω) =
1√
2π

∑∞
n=−∞ δ(ω − nω0), ω0 = 2π

T
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ただし 　 U(t) = 0(t ≤ 0), 1(t > 0)はヘビサイドの単位関数

　

　 xT = 0を満たす超関数 T は，T = Cδ(x)である（ラプラス変換と常微分方程式メモ 参照）。同様に

(x− α)(x− β)T = 0を満たす超関数は T = aδ(x− α) + bδ(x− β)となる。これらを用いて常微分方程式
をラプラス変換の場合と似た手続きで解くこともできる。

d2y(t)

dt2
− 4

dy(t)
dt

+ 3y(t) = sin t, y(0) = 0,
df(0)
dt

= 0

両辺をフーリエ変換して，

Y (ω)((iω)2 − 4iω + 3) = i

√
π
2
(δ(ω + 1)− δ(ω − 1))

Y (ω)(ω + i)(ω + 3i) = −i
√
π
2
δ(ω + 1) + i

√
π
2
δ(ω − 1)

F (ω)δ(ω) = F (0)δ(ω)を用いて

Y (ω) = aδ(ω + i) + bδ(ω + 3i) +

√
π
2
(2− i)δ(ω + 1)

10
+

√
π
2
(2 + i)δ(ω − 1)

10

逆変換して，

y(x) = aet + be3t +
(2− i)e−it

20
+

(2 + i)eit

20
= aet + be3t + 1

5
cos t+ 1

10
sin t

初期条件 y(0) = 0,
dy(0)
dx

= 0より

a = 1
20
, b = 1

4

したがって

y(x) = −1
4
et + 1

20
e3t + 1

5
cos t+ 1

10
sin t

となる。定数係数の常微分方程式は，ラプラス変換で簡潔に解けるから，これ以上立ち入らない。

1.3.7 フーリエ変換の例

　すでに述べたフーリエ積分の応用もフーリエ変換の枠組みの中で，統一的に理解しておいた方が整理

しやすい。　フーリエ変換は数学の基礎的な分野で重要な位置を占めるというだけでなく，あらゆる分野

で広汎な応用があります。以下には公式に慣れることを主眼においた計算例をいくつか示すに過ぎません。

データ処理分野についてはＦＦＴの項を見てください。

1 f(x) =

{
k (a < x < b)

0 (x < a, x > b)
, (a < b)

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

....

....................................

........................................................................................................................................................................................
.............
.............
........................................................................................................................................................................................................................................

x

y

a b0

k

F (ω) =

√
1
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ =

√
1
2π

∫ b

a

ke−iωξdξ

= k√
2π

(
e−iωb − e−iωa

−iω

)
=
k(e−iaw − e−ibw)

iω
√
2π
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反転公式によって

f(x) =

√
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω = k

2π

∫ ∞

−∞

(
e−iaw − e−ibw

iω

)
eiωxdω

= k
2π

∫ ∞

−∞

(
cos (x− a)ω − cos (x− b)ω

iω
+

sin (x− a)ω − sin (x− b)ω
ω

)
dω

= k
π

∫ ∞

0

sin (x− a)ω − sin (x− b)ω
ω dω =



0 (x < a)
k
2

(x = a)

k (a < x < b)
k
2

(x = b)

0 (b < x)

x = 0, aで f(x)は不連続であり，最後の積分はフーリエ積分で求めた 2
π

∫∞
0

sinωx
ω dω = −1(x <

0), 0(x = 0), 1(x > 0)を用いた結果であるが，確かに，これは反転公式が示す不連続点での両極限の

平均値と一致している。この例のように一般には，実関数であってもフーリエ変換は複素数となる。

2 f(x) =

{
e−x cosx (x ≥ 0)

0 (x < 0)

F (ω) =

√
1
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ =

√
1
2π

∫ ∞

0

e−ξ cos ξe−iωξdξ

=

√
1
2π

∫ ∞

0

1
2
{e−(1−i+iω)ξ + e−(1+i+iω)ξ}dξ =

√
1
2π

ω2 + 2− iω3

ω4 + 4

よって反転公式により

f(x) =

√
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω = 1

2π

∫ ∞

−∞

ω2 + 2− iω3

ω4 + 4
eiωxdω =


e−x cosx (x > 0)

1
2

(x = 0)

0 (x < 0)

　 f(x)は原点 x = 0で不連続であり，x = 0では反転公式による f(x)はギャップの平均値となるこ

とを考慮した。確かに x = 0のときに対応して，積分

1
2π

∫ ∞

−∞

x2 + 2
x4 + 4

dx = 1
2

が成立する。

3 f(x) =

{
eipx (a < x < b)

0 (それ以外)

F (ω) =

√
1
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ = i√

2π

eia(p−ω) − eib(p−ω)

p− ω

a = −b, b > 0のとき，

F [f(x)] =

√
2
π
sin b(ω − p)
ω − p

フーリエ変換の対象をあたかも実関数に限定していたかのように思えるが，たとえそうであっても，

複素関数を実部，虚部独立に変換したと考えればフーリエ変換の線形性から実関数に対する収束の議

論は，全く変更なく複素関数に適用できることがわかる。
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4 すでにフーリエ積分のところで議論した偶関数

f(x) =

{
1 (|x| < a)

0 (|x| > a)

をフーリエ変換で考えてみる。フーリエ余弦変換より

C(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

f(ξ) cosωξdξ =

√
2
π

∫ a

0

cosωξdξ =

√
2
π
sin aω
ω

したがって，フーリエ積分は反転公式より

f(x) =

√
2
π

∫ ∞

0

C(ω) cosωxdω = 2
π

∫ ∞

0

sin aω cosωx
ω dω

パーセバルの等式
∫∞
0
|f(x)|2dx =

∫∞
0
|C(ω)|2dωを適用すると∫ a

0

dx =

∫ ∞

0

(

√
2
π
sin aω
ω )2dω, a = 2

π

∫ ∞

0

sin2 aω
ω2 dω

これより，積分公式 ∫ ∞

0

sin2 ax
x2

dx = πa
2

が得られる。フーリエ変換は多くの公式があるが，この例のように関数の対称性を活かした公式は手

続きの大幅な簡略化を導く。

また

fϵ(x) =


1
2ϵ

(|x| ≤ ϵ)

0 (|x| > ϵ)

のフーリエ積分は

fϵ(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞

sin ϵω
ϵω eiωxdω

となるが，ϵ→ 0では fϵ(x)→ δ(x)であり，形式的に

δ(x) = lim
ϵ→0

1
2π

∫ ∞

−∞

sin ϵω
ϵω eiωxdω ≈ 1

2π

∫ ∞

−∞
eiωxdω ≈ 1

π

∫ ∞

0

cosωxdω

　と表せることがわかる。これは超関数 δ(t)のフーリエ変換が

F [δ(t)] = 1√
2π
, F−1 [1] =

√
2πδ(t)

であることと合致している。

5 f(x) =


1 (0 ≤ x ≤ a)
−1 (−a ≤ x ≤ 0)

0 (|x| > a)

　奇関数より

S(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

f(ξ) sinωξdξ =

√
2
π

∫ a

0

sinωξdξ =

√
2
π
1− cos aω

ω

したがってフーリエ積分は

2
π

∫ ∞

0

(1− cos aω) sinωx
ω dω =


1 (0 < x < a) , −1 (−a < x < 0)

0 (|x| > a, x = 0)
1
2

(x = a) , −1
2

(x = −a)
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6 f(x) = e−a|x| (a > 0)のフーリエ変換を行おう。

C(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

e−aξ cosωξdξ =

√
2
π

a
ω2 + a2

(ラプラス変換の公式を用いよ)

したがってフーリエ積分は

e−a|x| = 2a
π

∫ ∞

0

cosωx
ω2 + a2

dω

となる。積分公式の形にしておくと∫ ∞

0

cosωx
x2 + a2

dx = π
2a
e−a|ω|

またパーセバルの等式を適用すると∫ ∞

0

(e−a|x|)2dx =

∫ ∞

0

(

√
2
π

a
ω2 + a2

)2dω, したがって 1
2a

= 2a2

π

∫ ∞

0

1
(ω2 + a2)2

dω

これよりつぎの積分公式が得られる。∫ ∞

0

dx
(x2 + a2)2

= π
4a3

同様に f(x) = e−ax (a > 0)のフーリエ正弦変換を行おう。

S(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

e−aξ sinωξdξ =

√
2
π

ω
ω2 + a2

　よって

e−ax = 2
π

∫ ∞

0

ω sinωx
ω2 + a2

dω (x > 0)

x→ m (m > 0), ω → xとおくと∫ ∞

0

x sinmx
x2 + a2

dx = π
2
e−am (m > 0)

が得られる。

7 f(x) = e−x(sinx+ cosx)のフーリエ余弦変換を行おう。

C(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

e−ξ(sin ξ + cos ξ) cosωξdξ

=

√
2
π
1
2

∫ ∞

0

e−ξ{sin (1 + ω)ξ + sin (1− ω)ξ + cos (1 + ω)ξ + cos (1− ω)ξ}dξ

=

√
1
2π

8
ω4 + 4

したがってフーリエ積分は

f(x) = 8
π

∫ ∞

0

cosωx
ω4 + 4

dω

すなわち ∫ ∞

0

cosωx
ω4 + 4

dω =

√
2π
8

e−x sin (x+ π
4
)
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ここで x→ a√
2
λ, ω →

√
2
a xと置き換えると積分公式

∫ ∞

0

cosλx
x4 + a4

dx = π
2a3

exp (− λa√
2
) sin ( λa√

2
+ π

4
)

が得られる。

8 f(x) = 1
x2 + a2

のフーリエ変換を行おう。

C(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

cosωξ

ξ2 + a2
dξ = 1

a

√
π
2
e−a|ω|

　ここで e−a|x| のフーリエ余弦変換の結果を用いた。

9 f(x) = 1√
|x|
のフーリエ変換を行おう。

C(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

cosωξ√
|ξ|

dξ = 2

√
2
π

∫ ∞

0

cos (ωt2)dt = 1√
ω

ここで，
√
ξ = tとおいて，フレネルの積分

∫∞
0

cosx2dx =

√
π

2
√
2
（ラプラス変換と常微分方程式メモ

参照）を用いた。

10 f(x) = exp (−x
2

2
)のフーリエ変換を行おう。

C(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

exp (−ξ
2

2
) cosωξdξ = exp (−ω

2

2
)

ここで Laplace の積分
∫ ∞

0

e−ax2

cos bxdx = 1
2

√
π
a exp (− b

2

4a
) (b > 0) 　（ラプラス変換と常微分

方程式メモ 参照）を用いた。

11 方程式　
∫∞
0
f(ξ) cosωξdξ =

{
1− ω (0 ≤ ω ≤ 1)

0 (ω > 1)
を解いてみよう。

解 f(x)のフーリエ余弦変換を C(ω)とすると

C(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

f(ξ) cosωξdξ =


√

2
π (1− ω) (0 ≤ ω ≤ 1)

0 (ω > 1)

反転公式で

f(x) =

√
2
π

∫ ∞

0

C(ω) cosωxdω = 2
π

∫ 1

0

(1− ω) cosωxdω =
2(1− cosx)

πx2

12 方程式　
∫∞
0
f(ξ) sinωξdξ =


1 (0 ≤ ω ≤ 1)

2 (1 ≤ ω < 2)

0 (ω ≥ 2)

を解いてみよう。

解 f(x)のフーリエ正弦変換を S(ω)とすると

S(ω) =

√
2
π

∫ ∞

0

f(ξ) sinωξdξ =



√
2
π (0 ≤ ω ≤ 1)

2

√
2
π (1 ≤ ω < 2)

0 (ω > 2)
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反転公式で

f(x) =

√
2
π

∫ ∞

0

S(ω) sinωxdω = 2
π

{∫ 1

0

sinωxdω +

∫ 2

1

2 sinωxdω

}
= 2
πx2

(1 + cosx− 2 cos 2x)

13 積分方程式

y(x) = g(x) +

∫ ∞

−∞
y(ξ)r(x− ξ)dξ

を解いてみよう（FFTの応用のところで再度議論）。

y(x), g(x), r(x)のフーリエ変換を Y (ω), G(ω), R(ω)とし，フーリエ変換の合成法則を用いて，方程

式の両辺をフーリエ変換すると

Y (ω) = G(ω) +
√
2πY (ω)R(ω)

となる。これより

Y (ω) =
G(ω)

1−
√
2πR(ω)

, y(x) = F−1{ G(ω)

1−
√
2πR(ω)

}

よって

y(x) = 1√
2π

∫ ∞

−∞

G(ω)

1−
√
2πR(ω)

eiωxdω

45



第2章 ２次元偏微分方程式

　ここでは授業で取り上げる話題の視覚化を主な目標に議論をすすめます。数学的詳細は授業で行います。

2.1 主な偏微分方程式

波動方程式（弾性波，音波，電磁波など）

∂2u
∂t2

= k2(∂
2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

) (2.1)

熱伝導方程式（熱伝導，拡散など）

∂u
∂t

= k(∂
2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

) (2.2)

Laplaceの方程式（電荷がないときの静電場など）

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 0 (2.3)

Poissonの方程式（熱的定常状態など）

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= f(x, y, z) (2.4)

以下では主に，波動方程式，熱伝導方程式については空間を１次元に，ラプラスの方程式については空間

を２次元の問題を対象としますが，一部，波動方程式は空間２次元で，ラプラス方程式では３次元で取り

扱います。波動方程式の一般解については，「電磁気学メモ」も参照して下さい。

2.2 弦の横振動

2.2.1 １次元波動方程式とフーリエの方法

　長さ l,線密度 ρ，張力 T0の弦の平面内の運動を考える。弦の長さ方向に x軸をとり振動方向に z軸を

とる。任意時間 tにおける位置 xでの弦の変位を z(x, t)とし，微小振動を仮定すると，次の波動方程式が

得られる。

∂2z
∂t2

= k2 ∂
2z
∂x2

, k =

√
T0
ρ (2.5)

この振動を支配する方程式に弦の弾性定数（バネ定数）が入らないことは注目すべきことである。弦の運

動は定数 kを通してのみ弦の組成に依存する。
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弦の横振動
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0 l x

z

z(x, t)

x x+∆x

T

T ′

（2.5）は次のように導かれる。
弦の線密度は ρ(x) としておこう。弦に沿っての長さ座標を s とする。点 x における弦の張力を T，点 x+∆x にお
ける張力を T ′ とする。弦の微小区間 [x, x + ∆x] の運動方程式を考える。x 軸方向の加速度は０と考えられるから
0 = T ′

x − Tx，したがって T ′
x = Tx = T0（一定）となる。z 軸方向の運動方程式は

∆m · ∂
2z

∂t2
= T ′

z − Tz , ∆m = ρ(x)∆s ≈ ρ∆x · · ·微少振動

T ′
z = Tz(x+∆x, t) = Tz(x, t) +

∂Tz

∂x
·∆x+O((∆x)2), T ′

z − Tz =
∂Tz

∂x
·∆x

Tz = T0 tan θ = T0
∂z
∂x

, T ′
z − Tz = ∂

∂x

(
T0

∂z
∂x

)
·∆x = T0

∂2z
∂x2

·∆x

したがって

ρ(x)∆x∂
2z

∂t2
= T0

∂2z
∂x2

·∆x , ∂2z
∂t2

=
T0

ρ(x)
∂2z
∂x2

となる（図では模式的に有限振幅になっているが，以下でも振幅は微小とする）。
　振動のエネルギーを求めておこう。

弦の点 x における幅 ∆x の運動エネルギーは 1
2
ρ∆x(∂z

∂t
)2 となるから運動エネルギーの全体は

K =

∫ l

0

1
2
ρ(x)(∂z

∂t
)2dx

となる。つぎにポテンシャルエネルギーを求めてみる。点 x における張力の z 分力は Tz = T0
∂z
∂x
である。

いま平衡状態の弦 z(x) = 0, (0 ≤ x ≤ l) が z(x) = z(x, t), (0 ≤
x ≤ a), z(x) = z(a, t), (a ≤ x ≤ l) まで変位していると
する。これを z(x) = z(x, t), (0 ≤ x ≤ a + ∆x), z(x) =
z(a+∆x, t), (a ≤ x ≤ l)まで変位させるとする。そのためには弦

の点 (a+∆x, z(a+∆x))に力を加え z 軸方向に ∂z
∂x

∆x だけ引っ

張ればよい。そのときの引っ張る力の z成分は (a+∆x, z(a+∆x))

からの変位に比例し，Tz = 0 から Tz = T0
∂z
∂x
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...............................................................................................................................................

0 l x

z

z(x, t)

a a+∆x

Tz = T0
∂z
∂x

∂z
∂x

∆x

よってこの作業に要する仕事は

(0 + T0
∂z
∂x

)/2 · ∂z
∂x

∆x = 1
2
T0(

∂z
∂x

)2∆x

となる。したがって全体のポテンシャルエネルギーは

U =

∫ l

0

1
2
T0(

∂z
∂x

)2dx

となる。よって振動のエネルギーは

E =

∫ l

0

{
1
2
ρ(x)(∂z

∂t
)2 + 1

2
T0(

∂z
∂x

)2
}
dx (2.6)

となる。
連続体に対する Lagrange の方程式

d
dt

(∂L
∂ż

) + d
dx

(
∂L

∂( ∂z
∂x

)

)
− ∂L

∂z
= 0
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を理解していると，この場合ラグランジアン密度は

L = K− U = 1
2
ρ(x)(∂z

∂t
)2 − 1

2
T0(

∂z
∂x

)2

となり，直ちに（2.5）が得られる。また，解析力学は (2.6)によって与えられる E が全エネルギーを与えることを教
える。
　全く同様に，断面積 S が一定の一様な棒の長さ方向の振動の場合は，長さ方向には Hook の法則 (F = Y ξ, ξ:単位
長さ当たりの伸び,Y :伸びの弾性率) の応力が働くとして，各部 x の変位を η とすると，ラグランジアン密度は

L = 1
2
ρ(

∂η
∂t

)2 − 1
2
Y (

∂η
∂x

)2

となる。したがって弾性棒の縦振動の方程式は

∂2η

∂t2
= k2

∂2η

∂x2
, k =

√
Y
ρ
, ρ : 棒の密度, Y : 伸びの弾性率

となる。
　また，弦の横振動で，空気抵抗などの速度に比例した抵抗∫ l

0
−2k0

∂z
∂t

dx

また，重力などの外力 ∫ l

0
p(x, t)dx

が作用するときは

∂2z
∂t2

+ 2h∂z
∂t

= k2 ∂
2z

∂x2
+ g(x, t) , k =

√
T0

ρ
, h =

k0
ρ(x)

, g =
p(x, t)

ρ(x)
(2.7)

となる。ただしこのとき，ρ = 一定 のときは，z = ζe−ht とおくと

∂2ζ

∂t2
= k2

∂2ζ

∂x2
+ h2ζ + g(x, t)eht (2.8)

と変換できる。しかし，非斉次方程式 (2.8) の初期値問題 ζ(x, t0) = 0, ζt(x, t0) = 0 は解析的に求まり，(2.5) に対
する以下に述べる方法と同様の手続きで (2.8) の斉次方程式の初期値問題の解と重ね合わせて解くことができる。

実現する弦の運動は方程式の他にいくつかの条件によって変わる。これを境界条件と初期条件に分離して

指定することが多い。

端点を固定するとき，境界条件は z(0, t) = 0あるいは z(l, t) = 0となる。

一方，端点での「自由」はたとえば次のように実現できる。
x = 0を固定端，x = lを自由端とする。x = lで弦の振動方向

（z 軸方向）に棒をたて，弦は x = lでは摩擦力無しに棒に沿っ

て運動するとする。たとえば弦の端を質量無しの滑らかな輪で

棒に連結すればよい。このとき棒は z 軸方向に力をおよぼさな

いから，張力の z軸方向分力は０，すなわち Tz = T0 tan θ = 0

となる。したがって端点では θ = 0.
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0 l x

z
z(x, t)

•

　　「自由端における弦の傾きはいつも０である」

といえる。則ち，自由端では zx(0, t) = 0あるいは zx(l, t) = 0となる。

代表的な次の境界条件が考えられる。

　（１）両端固定の場合 z(0, t) = 0, z(l, t) = 0

　（２）両端自由の場合 zx(0, t) = 0, zx(l, t) = 0

　（３）一端固定，他端自由の場合 z(0, t) = 0, zx(l, t) = 0

ただし，一般にはこれらの混合型もあり得る。ここでは波動方程式（2.5）を

境界条件 z(0, t) = 0, z(l, t) = 0 ・・・両端固定 (2.9)

初期条件 z(x, 0) = f(x), zt(x, 0) = {
∂z(x, t)
∂t

}t=0 = g(x), (0 ≤ x ≤ l) (2.10)
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の場合について，フーリエ級数を用いて解いてみよう。

　変数分離型の解

z(x, t) = X(x) · T (t) (2.11)

を仮定する。方程式に代入して

X(x) · T ′′(t) = k2X ′′(x) · T (t) (2.12)

k2
X ′′(x)

X(x)
=

T ′′(t)

T (t)
(2.13)

を得る。ここで（2.13）の左辺は xのみ，右辺は tのみに依存するから定数となる。この定数を −ω2 < 0

とおく。−ω2または ωを分離定数という。負に選んだ理由は振動解を得るためである（正にすると発散解

となる）。したがって

d2T

dt2
+ ω2T = 0 → T (t) = a cosωt+ b sinωt (2.14)

d2X

dx2
+ ω2

k2
X = 0 → X(x) = c cos

ω
k
x+ d sin

ω
k
x (2.15)

ここで a, b, c, dは定数である。境界条件を適用して

　　 z(0, t) = 0　より　 c = 0

　　 z(l, t) = 0　より　 sin
ω
k
l = 0 　　したがって　　

ω
k
l = nπ, n = 1, 2, · · ·

　　　　　　　　　　　よって　　 ω =
nπ
l
k ≡ ωn

すなわち，境界条件は分離定数 ω に離散的な値 ω = ω1, ω2, ω3, · · · を要求する。{ωn} を固有値（eigen

value）という。したがって境界条件を満たす分離型の解は

zn(x, t) = sin
nπ
l
x(an cosωnt+ bn sinωnt) (2.16)

これを方程式の固有値 ωn に属する固有関数（eigen function）という。n = 1, 2, 3, · · · に対する固有振動
を基音（fundamental tone），第二倍音（2nd harmonics），第３倍音（3rd harmonics），...という。各固

有状態に対する振動のエネルギーは

En =

∫ l

0

{
1
2
ρ(
∂zn
∂t

)2 + 1
2
T0(

∂zn
∂x

)2
}
dx = 1

4
ρlω2

n(a
2
n + b2n)

境界条件に適合した一般解は方程式が線形であることから，重ね合わせができ

z(x, t) =
∞∑

n=1

sin
nπ
l
x(an cosωnt+ bn sinωnt) (2.17)

となる。初期条件 z(x, 0) = f(x) を適用する。これは f(x)のフーリエ正弦展開となり

f(x) =
∞∑

n=1

an sin
nπ
l
x, an = 2

l

∫ l

0

f(ξ) sin
nπ
l
ξdξ (2.18)

また zt(x, 0) = g(x)より

g(x) =

∞∑
n=1

ωnbn sin
nπ
l
x, bn = 2

ωnl

∫ l

0

g(ξ) sin
nπ
l
ξdξ (2.19)
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振動のエネルギーは

E =

∫ l

0

{
1
2
ρ(∂z
∂t

)2 + 1
2
T0(

∂z
∂x

)2
}
dx =

∞∑
n=1

{
1
4
ρlω2

n(a
2
n + b2n)

}
=

∞∑
n=1

En (2.20)

となる。振動のエネルギーは各モードのエネルギーの単純和であり，それぞれは時間の経過によって変化

しないことがわかる。これは方程式が線形であり，各モードが独立に振動していることによる。

このように初期値問題や境界値問題をフーリエ級数を用いて解く方法を「フーリエの方法」という。

式（2.17）から

z(x, t) =

∞∑
n=1

(an sin
nπ
l
x cosωnt+ bn sin

nπ
l
x sinωnt)

= 1
2

{ ∞∑
n=1

an sin
nπ
l
(x− kt) +

∞∑
n=1

an sin
nπ
l
(x+ kt)

}

−1
2

{ ∞∑
n=1

bn cos
nπ
l
(x+ kt)−

∞∑
n=1

bn cos
nπ
l
(x− kt)

}

となる。ところが，式（2.19）の項別積分は

G(x) =

∫ x

g(ξ)dξ =

∫ x ∞∑
n=1

ωnbn sin
nπ
l
ξdξ =

∞∑
n=1

−kbn cos nπl x+ c

であり，g(x)のフーリエ正弦級数が一様収束するとき，右辺の級数も一様収束する。したがって

z(x, t) =
f(x− kt) + f(x+ kt)

2
+ 1

2k

∫ x+kt

x−kt

g(ξ)dξ (2.21)

これは後述するストークス（Stokes）の波動公式そのものである。

具体例としてつぎの初期条件で解いてみよう。
t = 0では

z(x, 0) = f(x) =


2d
l
x (0 < x <

l
2
)

2d
l
(l − x) (

l
2
< x < l)

(2.22)

zt(x, 0) = {∂z(x, t)
∂t

}t=0 = g(x) = 0

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................
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....
......
....

............................................................

............................
............................

............................
............................................................................................................................................

x

f(x)

l/2 l0

d

すなわち弦の中央をピンと張って静かに離したときの弦の振動を考える。f(x)のフーリエ正弦展開の係

数は

an = 2
l

∫ l

0

f(x) sin
nπ
l
ξdξ =

 0 (n = 2, 4, 6, · · · )
8d

π2 ×
(

1

12
,− 1

32
,
1

52
, · · ·

)
(2.23)

よって解は

z(x, t) =
8d

π2 {sin
π
l
x cosω1t− 1

32
sin 3π

l
x cosω3t+

1
52

sin 5π
l
x cosω5t+ · · · }, ωn =

nπ
l
k (2.24)

解を GNUPLOTで表示してみる。

GNUPLOTのスクリプトファイル’transv0.txt’,’transv.txt’を　 LOAD　して弦がどのように時間的に変

化するか調べてみよう。その際’move.txt’を同じディレクトリーにおいて下さい。
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d

0

-d

0 l/2 l

z

x

Transverse Vibration

d

0

-d

0 l/2 l

z

x

Transverse Vibration

解は各固有モード

zn(x, t) = sin nπ
l
x cosωnt

を初期変位に対応したフーリエ係数 anの重み付き重ね合わせになっている。特に，　 z(x, 0) = f(x)だか

ら解の t = 0の値は初期条件のフーリエ展開そのものである。

各モードの振動数 νn は

νn =
ωn

2π
= nk

2l
= n

2l

√
T0
ρ (2.25)

周期 τn は 1/νn である。

各モードの振動のエネルギーは ω2
na

2
n，従って 1/n2に比例し，nが大きくなると急激にエネルギーは小さ

くなる。弦の振動によって励起される音波のエネルギーも同じことが言え，耳には主に基音が聞こえるこ

とになる。第３倍音以上は音色に関わることになる。

別の境界条件，両端自由の場合について見る。

境界条件 zx(0, t) = 0, zx(l, t) = 0 ・・・両端自由 (2.26)

初期条件 z(x, 0) = f(x), zt(x, 0) = {
∂z(x, t)
∂t

}t=0 = g(x), (0 ≤ x ≤ l) (2.27)

同様にフーリエの方法で解くと

z(x, t) =
∞∑

n=1

cos
nπ
l
x(an cosωnt+ bn sinωnt), ωn = nπ

l
k (2.28)

an = 2
l

∫ l

0

f(ξ) cos
nπ
l
ξdξ, bn = 2

ωnl

∫ l

0

g(ξ) cos
nπ
l
ξdξ (2.29)

となる。（各自必ずやっておこう）

　また，一端固定他端自由の場合

境界条件 z(0, t) = 0, zx(l, t) = 0 ・・・一端固定他端自由 (2.30)

初期条件 z(x, 0) = f(x), zt(x, 0) = {
∂z(x, t)
∂t

}t=0 = g(x), (0 ≤ x ≤ l) (2.31)
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同様にフーリエの方法で解くと

z(x, t) =
∞∑

n=1

sin
(2n+ 1)π

2l
x(a2n+1 cosω2n+1t+ b2n+1 sinω2n+1t), ω2n+1 =

(2n+ 1)π
2l

k (2.32)

となる。初期条件を適用する。これは周期 4lのフーリエ展開（1.10）（1.11）となり

f(x) =
∞∑

n=1

a2n+1 sin
(2n+ 1)π

2l
x, a2n+1 = 2

l

∫ l

0

f(ξ) sin
(2n+ 1)π

2l
ξdξ (2.33)

g(x) =
∞∑

n=1

ω2n+1b2n+1 sin
(2n+ 1)π

2l
x, b2n+1 = 2

ω2n+1l

∫ l

0

g(ξ) sin
(2n+ 1)π

2l
ξdξ (2.34)

となる。

　

2.2.2 波動方程式の一般解と反射条件

　波動方程式 (2.5)は (4.46)の双曲形方程式の第１の標準形に変換できる。すなわち

ξ = x− kt, η = x+ kt

とおくと

∂z
∂t

= ∂z
∂ξ

(−k) + ∂z
∂η

(+k), ∂z
∂x

= ∂z
∂ξ

+ ∂z
∂η

∂2z
∂t2

= ∂2z
∂ξ2

k2 − 2 ∂2z
∂ξ∂η

k2 + ∂2z
∂η2

k2, ∂2z
∂x2

= ∂2z
∂ξ2

+ 2 ∂2z
∂ξ∂η

+ ∂2z
∂η2

を波動方程式 (2.5)に代入して

　　 ∂2z
∂ξ∂η

= 0 すなわち ∂
∂η

(
∂z
∂ξ

)
= 0 (2.35)

となる。したがって両辺を積分して，積分定数を f(ξ)とおくと

∂z
∂ξ

= f(ξ) さらに ξで積分して z =

∫
f(ξ)dξ + ψ(η) = ϕ(ξ) + ψ(η)

となる。よって波動方程式の一般解は

　 z(x, t) = ϕ(x− kt) + ψ(x+ kt) , ϕ, ψは任意関数 (2.36)

d’Alembertの解

となる。ϕ(x−kt)およびψ(x+kt)はそれぞれ正行波（前進波），逆行波（後退波）である。解 z(x, t) = ϕ(x−kt)
は t = 0の時，z(x, 0) = ϕ(x)である，すなわち，z(x, t)のグラフは z(x, 0)を xの方向に ktだけ平行移動

したグラフである。 したがって ϕ(x− kt)は速度 kの正行波であることが解る。同様に ψ(x+ kt)は速度
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kの逆行波であることが解る。移動速度 kは波の伝播速度（位相速度）である。

前進波

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .............
...

..............
..................
...........................
................................................................................................................. ..............

..................
...........................
.................................................................................................................

z(x, t) = ϕ(x− kt)

z(x, 0) = ϕ(x) z(x, t) = ϕ(x− kt)
kt

つぎに，初期条件

z(x, 0) = f(x), zt(x, 0) = {
∂z(x, t)
∂t

}t=0 = g(x) (2.37)

が与えられたとき，解 (2.36)の形を求めてみよう。条件は

z(x, 0) = ϕ(x) + ψ(x) = f(x), zt(x, 0) = −kϕ′(x) + kψ′(x) = g(x)

第２式を積分して

−ϕ(x) + ψ(x) = 1
k

∫ x

0

g(ξ)dξ + c

第１式と合わせて

ϕ(x) = 1
2
f(x)− 1

2k

∫ x

0

g(ξ)dξ − c
2
, ψ(x) = 1

2
f(x) + 1

2k

∫ x

0

g(ξ)dξ + c
2

(2.38)

これを式 (2.36)に代入して，

　　　 z(x, t) = 1
2
(f(x− kt) + f(x+ kt)) + 1

2k

∫ x+kt

x−kt

g(ξ)dξ (2.39)

ストークス（Stokes）の波動公式

を得る。

ストークス（Stokes）の波動公式

は z(x, t)が初期条件の領域 (x −
kt, x+ kt)の値のみに依存してい

ることを示している。
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g(x)f(x− kt) f(x+ kt)

z(x, t)t

ξ = x− kt η = x+ kt

d’Alembertの解 (2.36)は，ϕ, ψが (−∞,+∞)で定義されている時はそのまま適用できた。

つぎに両端の境界条件が与えられたとき解 (2.36)が適用できるためには ϕ, ψしたがって f, gをどうすれば

よいかを見ておこう。

（１）両端固定の場合

そのために境界条件を満たしながらそれぞれの定義域を (0, l)の外の領域まで拡張する。

z(0, t) = 0, z(l, t) = 0より

　ϕ(−kt) + ψ(kt) = 0, ϕ(l − kt) + ψ(l + kt) = 0
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ktは任意の正数より

　ϕ(−ξ) + ψ(ξ) = 0, (ξ > 0), ϕ(−ξ + 2l) + ψ(ξ) = 0, (ξ ≥ l)

したがって

ξ > 2l に対して ψ(ξ) = −ϕ(−ξ + 2l) = ψ(ξ − 2l)

ξ > 0 に対して ϕ(−ξ) = −ψ(ξ) = ϕ(−ξ + 2l)

となり，ϕ, ψは周期 2lの周期関数である。いま ξを任意に拡張すると，

f(−x) = ϕ(−x) + ψ(−x) = −ψ(x)− ϕ(x) = −f(x)

となり，f(x)は奇関数になっている。また

1
k

∫ x

0

g(ξ)dξ = ψ(x)− ϕ(x)− c = −ϕ(−x) + ψ(−x)− c

が偶関数だから g(x)も奇関数となっている。逆に，f(x), g(x)を周期 2l の奇関数に拡張しておけば，式

(2.39)で表される解は，両端固定の境界条件 (2.9) を満たす。したがって，

　　境界条件が両端固定の場合，初期条件 (2.37)の f(x), g(x)が周期 2lの奇関数のとき，解は式 (2.39)

となる。スクリプトファイル’wave1.txt’によって，前進波及び後退波の伝播，固定端での波の反射を調べ

てみよう。’wave2.txt’ は条件 (2.22)の弦の振動をストークスの解で表したものであり，フーリエの方法の

解’transv.txt’との一致が確認できる。

（２）両端自由の場合

気柱振動で両端開，水面の表面波で両端が堰き止められている場合などに相当する。

境界条件 zx(0, t) = 0, zx(l, t) = 0より

ϕ′(−kt) + ψ′(kt) = 0, ϕ′(l − kt) + ψ′(l + kt) = 0

定義域を拡張して

ϕ′(−ξ) + ψ′(ξ) = 0, ϕ′(2l − ξ) + ψ′(ξ) = 0

したがって

ψ′(ξ) = −ϕ′(2l − ξ) = ψ′(ξ − 2l), ϕ′(ξ) = −ψ′(−ξ) = ϕ′(ξ − 2l)

より ϕ′(x), ψ′(x)は周期 2lの周期関数である。さらに

f ′(−x) = ϕ′(−x) + ψ′(−x) = −ψ′(x)− ϕ′(x) = −f ′(x)

g(−x) = −kϕ′(−x) + kψ′(−x) = kψ′(x)− kϕ′(x) = g(x)

だから f(x), g(x)は偶関数となる。したがって

　　境界条件が両端自由の場合，初期条件 (2.37)の f(x), g(x)が周期 2lの偶関数のとき，解は式 (2.39)

となる。ファイル’wave3.txt’はファイル’wave1.txt’と同じ初期条件で，開放端のシミュレーションを行う

ものである。

（３）一端固定，他端自由の場合

　境界条件 z(0, t) = 0, zx(l, t) = 0より

ϕ(−kt) + ψ(kt) = 0, ϕ′(l − kt) + ψ′(l + kt) = 0
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定義域を拡張して

ϕ(−ξ) + ψ(ξ) = 0, したがって − ϕ′(−ξ) + ψ′(ξ) = 0

ϕ′(2l − ξ) + ψ′(ξ) = 0, したがって − ϕ(2l − ξ) + ψ(ξ) = c (cは定数)

これより

ψ(ξ) = ϕ(2l − ξ) + c = −ψ(ξ − 2l) + c = ψ(ξ − 4l)

ϕ(ξ) = −ψ(−ξ) = −ψ(−ξ − 4l) = ϕ(ξ + 4l)

より ϕ(x), ψ(x)は周期 4lの周期関数である。これによって

f(−x) = ϕ(−x) + ψ(−x) = −ψ(x)− ϕ(x) = −f(x)

g(−x) = −kϕ′(−x) + kψ′(−x) = −kψ′(x) + kϕ′(x) = −g(x)

だから f(x), g(x)は奇関数となる。さらに

f(2l − x) = ϕ(2l − x) + ψ(2l − x) = ψ(x) + ϕ(x) = f(x)

g(2l − x) = −kϕ′(2l − x) + kψ′(2l − x) = kψ′(ξ)− kϕ′(x) = g(x)

したがって

　　境界条件が一端固定，他端自由の場合，初期条件 (2.37)の f(x), g(x)が周期 4lの奇関数で，f(2l−x) =
f(x), g(2l − x) = g(x)のとき，解は式 (2.39)

となる。フーリエの方法で解くとき，特殊な周期 4lの周期関数のフーリエ級数が表れる。

2.2.3 波動方程式のコーシー問題と解の一意性

次の条件を満たす波動方程式 (2.5)の解を求めることを Cauchy 問題という。

（１）　初期条件　 z(x, 0) = f(x), zt(x, 0) = g(t)

（２）　境界条件　 x = 0と x = lに対して，時間経過の間の zあるいは zx が与えられている。

波動方程式 (2.5)の両辺に ∂z
∂t
をかけて積分すると

∫ l

0

∂2z
∂t2

∂z
∂t

dx = k2
∫ l

0

∂2z
∂x2

∂z
∂t

dx

d
dt

∫ l

0

1
2

(
∂z
∂t

)2

dx = k2
[
∂z
∂x

∂z
∂t

]x=l

x=0

− k2 d
dt

∫ l

0

1
2

(
∂z
∂x

)2

dx

したがって

d
dt

∫ l

0

{
1
2

(
∂z
∂t

)2

+ 1
2
k2

(
∂z
∂x

)2
}
dx = k2

[
∂z
∂x

∂z
∂t

]x=l

x=0

(2.40)

両辺に ρを掛けると，

d
dt

∫ l

0

{
1
2
ρ

(
∂z
∂t

)2

+ 1
2
T0

(
∂z
∂x

)2
}
dx = T0

[
∂z
∂x

∂z
∂t

]x=l

x=0
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式 (2.6)より，左辺の被積分関数の第１項は運動エネルギー，第２項は変形による位置エネルギーを表し，

従って左辺は全エネルギーの変化の割合であり，それは右辺の境界で外力がした仕事率に等しいことを意

味している。両端固定などの境界条件を与えると右辺は０となり，∫ l

0

{
1
2
ρ

(
∂z
∂t

)2

+ 1
2
T0

(
∂z
∂x

)2
}
dx = const.

となる。これはエネルギー積分あるいは第一積分といわれる。エネルギー積分は偏微分方程式そのものが

持っている性質であり，外部から持ち込まれるものでない。

　いまコーシー問題の２つの解を z1, z2 とし，その差を Z = z1 − z2 とする。解 Z は初期条件 Z(x, 0) =

0, Zt(x, 0) = 0，x = 0, x = lに対して境界条件 Z(x, t) = 0, Zx(x, t) = 0を満たす。このとき Z について

式（2.40）の右辺は０となる。したがって時間の経過に対して∫ l

0

{
1
2

(
∂Z
∂t

)2

+ 1
2
k2

(
∂Z
∂x

)2
}
dx =一定

となる。t = 0に対して，左辺は０だから積分は常に０となる。これより ∂Z
∂t
, ∂Z
∂x
は常に０となり，Z は

t, xによらず定数となる。Z は t = 0で０だから Z は恒等的に０となる。これにより，コーシー問題の解

の一意性が証明された。

2.2.4 ラプラス変換による偏微分方程式の解法

　偏微分方程式がラプラス変換で簡単に解けるものがある。

1 １階偏微分方程式
∂u
∂t

= 4xt+ 3 sinx, u(x, 0) = x2　 (2.41)

を解いておこう。uの tに関するラプラス変換を L [u(x, t)] = U(x, s) とすると，方程式の両辺をラ

プラス変換して

sU(x, s)− u(x, 0) = 4x · 1
s2

+ 3 sinx · 1s

U(x, s) = 4x · 1
s3

+ 3 sinx · 1
s2

+ x2

s

よって　

u = 2xt2 + 3 sinx · t+ x2

2 １階偏微分方程式
∂u
∂t

+ k∂u
∂x

= 0, u(x, 0) = f(x), u(0, t) = 0 (2.42)

も同様に，uの xに関するラプラス変換を L [u(x, t)] = U(s, t) とすると，方程式の両辺をラプラス

変換すると
dU(s, t)

dt
+ k(sU(s, t)− u(0, t)) = 0

したがって

U(s, t) = ce−kst, c :定数
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U(s, 0) = L [u(x, 0)] = L [f(x)] = F (s) = cだから

U(s, t) = F (s)e−kst

よって

u(x, t) = f(x− kt)U(x− kt), U : unit step function (2.43)

これは前進波そのものである。

3 静止して一直線上にある無限に長いロープの左端に変位 z(0, t) = f(t), t > 0を与えたとき，ロープ

の形状を求めよう。微少振動を仮定し，

∂2z
∂t2

= k2 ∂
2z
∂x2

, x > 0, t > 0

初期条件は

z(x, 0) = 0, zt(x, 0) = 0

境界条件は

z(0, t) = f(t), さらに　 z(x, t) は　有界

とする。方程式および境界条件の両辺 tに関してラプラス変換して

s2Z(x, s)− sz(x, 0)− zt(x, 0) = k2
d2Z(x, s)

dx2
, したがって

d2Z(x, s)

dx2
= s2

k2
Z(x, s)

Z(0, s) = F (s), さらに　 Z(x, s) は　有界

方程式の解は

Z(x, s) = aesx/k + be−sx/k

であるが，Z(x, s)の有界性より，a = 0，よって Z(x, s) = aesx/k。境界条件から b = F (s)となる。

Z(x, s) = F (s)e−sx/k

これを逆変換して

z(x, t) = f(t− x/k)U(t− x/k), U : unit step function

となる。点 xは時刻 x/kまで全く変位せず，それ以後，原点での変位 f(t)に遅れること x/kで原点

と同じ変位を起こす。

4 ２階偏微分方程式
∂2u
∂x∂t

= 2x cos t, u(x, 0) = x2, u(0, t) = 3t (2.44)

　両辺を tに関してラプラス変換して

∂
∂x
{sU(x, s)− u(x, 0)} = 2x · s

s2 + 1
, U(0, s) = 3

s2

∂
∂x
U(x, s) = 2x · 1

s2 + 1
+ 2x

s

積分して U(x, s) = 1
s2 + 1

· x2 + x2

s + c, U(0, s) = 3
s2

= c

U(x, s) = 1
s2 + 1

· x2 + x2

s + 3
s2

よって

u(x, t) = x2(sin t+ 1) + 3t
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2.3 １次元熱伝導

2.3.1 １次元熱伝導方程式とフーリエの方法

　厚さ l,密度 ρ，比熱 cの充分に広がった板状の物体を考える。板の垂直方向を x軸にとり温度を u軸

にとる。任意時間 tにおける位置 xでの温度を u(x, t)とすると，つぎの熱伝導方程式が成り立つ。

∂u
∂t

= k∂
2u
∂x2

, k = κ
cρ (2.45)

ここで κは熱伝導率，kは温度伝導率である。

（2.45）は次のように導かれる。
（2.45）と同じ設定として，図のような熱伝導性のある棒を考え，長さ方向に x 軸をとる。棒の断面積は A は一定，
また棒は断面方向に外界と断熱的である。棒の温度を u(x, t) とすると，単位時間に断面積 A を流れる熱量は

J(x, t) = −κA∂u
∂x

(Fourier の法則) (2.46)

となる。ここで κ は熱伝導率 (thermal conductivity)。また
単位時間に (x, x+∆x) に溜まる熱量は

∆Q = J(x, t)− J(x+∆x) = −∂J
∂x

·∆x
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∆x

J J ′

となる。したがって

∆Q = κA∂2u
∂x2

·∆x

棒の材質の密度を ρとすると，(x, x+∆x)の質量は ∆m = ρA∆xとなる。棒の材質の比熱を cとし，時間幅 ∆tに
温度が ∆u 上昇したとすると

∆Q = c∆m∆u/∆t = cρA∆x∂u
∂t

よって

cρA∆x∂u
∂t

= κA∂2u
∂x2

·∆x

となる。

境界条件として

（１）　温度固定・・・u(0, t) = U0 あるいは u(l, t) = Ul など

（２）　断熱境界・・・ux(0, t) = 0あるいは ux(l, t) = 0など

　　　　　　　　　　　　　 (端点での熱の流れ J = −κAux(x, t) = 0)

などがある。

はじめに定常的な熱の流れを見ておこう。
　温度分布が時間に無関係だから

d2u
dx2

= 0 (2.47)

x = 0で u = U0，x = lで u = Ul とすると

u =
Ul − U0

l
x+ U0 (2.48)

となり，温度分布は１次関数的にかわる。
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これによってすべての断面積では熱の流れが同じになる。

　次に両端温度固定の条件で方程式 (2.45)をフーリエの方法で解いてみよう。解を変数分離で表してみる。

u(x, t) = X(x)T (t)
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方程式 (2.45)に代入して

X(x)T ′(t) = kX ′′(x)T (t) ...
X ′′(x)

X(x)
= 1
k
T ′(t)

T (t)
= −λ2

分離定数 −λ2 < 0は t→∞で u→ 0となるようにしたためである。これより

dT
dt

+ kλ2T = 0, T (t) = ce−kλ2t (cは積分定数)

d2X
dx2

+ λ2X = 0, X = a cosλx+ b sinλx (a, bは積分定数)

よって方程式 (2.45)の基本解は

u(x, t) = e−kλ2t(a cosλx+ b sinλx) (2.49)

となる。

両端での温度を固定する。即ち境界条件を u(0, t) = 0, u(l, t) = 0とする。

u(0, t) = 0 より， a = 0

u(l, t) = 0 より, sinλl = 0, λl = nπ (n = 1, 2, · · · )
したがって分離定数 λは

λ = λn = nπ
l

(n = 1, 2, · · · )

よって固有値 λn に属する固有関数は

un = bne
−kλ2

nt sin nπ
l
x

方程式の線形性より重ね合わせにより，両端固定の境界条件を満たす一般解は

u(x, t) =
∞∑

n=1

bne
−kλ2

nt sin nπ
l
x (2.50)

となる。 いま初期条件を u(x, 0) = f(x) とすると

f(x) =
∞∑

n=1

bn sin
nπ
l
x (2.51)

これは f(x)のフーリエ正弦展開だから

bn = 2
l

∫ l

0

f(ξ) sin
nπ
l
ξdξ (2.52)

となる。

例として初期条件を

u(x, 0) = f(x) = U0 (一定)

とする。これは境界条件 u(0, t) = u(l, t) = 0と矛盾

するものではなく，ただ x = 0, lで初期条件が不連続

なだけである。

初期条件

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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......................................................................................................................................................................................................................

0 l x

U0

u(x, 0) = f(x)
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f(x)のフーリエ正弦展開は

bn = 2
l

∫ l

0

U0 sin
nπ
l
ξdξ =

2U0

nπ {1− (−1)n} =

 0 (n = 2, 4, 6, · · · )
4U0

nπ (n = 1, 3, 5, · · · )

よって解は

u(x, t) =
4U0

π

∑
n=1,3,···

1
n exp (−kλ2nt) sin

nπ
l
x, λn =

nπ
l

(2.53)

解を GNUPLOTで表示してみる。

解は固有モード

un(x, t) = exp (−kλ2nt) sin
nπ
l
x

の重ね合わせである。時間経過とともに，たとえば板の中央 x = l
2
のところでは

u(l/2, t) =
4U0

π

{
e−kλ2

1t − 1
3
e−kλ2

3t + · · ·
}

時間が十分経過すると，

exp (−kπ
2

l2
t)≫ 1

3
exp (−9kπ

2

l2
t)

であり，１次の項のみが主要項として残ることがわかる。

　厚さ l = 10cm，温度 U0 = 100◦Cの鋼板（κ = 0.835W/cm.deg）が 0◦Cの水につけられると，

２分後では

κ = 0.835
4.2

cal/sec.cm.deg, ρ = 7.86g/cm
3
, c = 0.107cal/g.deg, k = κ

ρc = 0.236cm2/sec

したがって，たとえば　 u(中央) = 7.78◦C となる。

解で u(x, 0) = f(x)だから解の t = 0の値は初期条件のフーリエ展開そのものである。

初期条件が不連続のためＧ ibbs現象がおこり，有限オーダーのフーリエ級数による表現は，内点にもその

影響を引き起こす。しかし時刻が少し経過するとこれは改善される。

U0

0
0 l

u

x

Heat transfer 

U0

0
0 l

u

x

Heat transfer 

　

GNUPLOTのスクリプトファイル’heatt0.txt’，’heatt.txt’を　 LOAD　して弦がどのように時間的に変

化するか試してみよう。その際’move.txt’を同じディレクトリーにおいて下さい。

　次に温度差がある両端温度固定の場合を考える。
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u(0, t) = U0, u(l, t) = Ul, u(x, 0) = f(x), (0 < x < l)

これは

u1(x) =
Ul − U0

l
x+ U0, u(x, t) = u1(x) + u2(x, t)

を定義すると，

u2(0, t) = u2(l, t) = 0, u2(x, 0) = u(x, 0)− u1(x) = f(x)− u1(x)

∂u2
∂t

= k
∂2u2
∂t2

となり，両端温度０の問題に帰着できる。
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O xl

U0

Ul

u

u1(x)

u(x, 0) = f(x)

　また断熱境界

ux(0, t) = ux(l, t) = 0, u(x, 0) = f(x), (0 < x < l)

では

u(x, t) = 1
2
a0 +

∞∑
1

ane
−kλ2

nt cos nπ
l
x, λn = nπ

l
, an = 2

l

∫ l

0

f(ξ) cos
nπ
l
ξdξ

となる。

2.3.2 熱伝導方程式の一般解

１次元熱伝導方程式 (2.45)を初期条件

u(x, 0) = f(x) , (−∞ < x <∞) (2.54)

で解いてみよう。解は基本解 (2.49)の無限領域での重ね合わせで表せるはずだから

u(x, t) =

∫ ∞

0

e−kλ2t(A(λ) cosλx+B(λ) sinλx)dλ (2.55)

初期条件を考慮すると

f(x) =

∫ ∞

0

(A(λ) cosλx+B(λ) sinλx)dλ

これは f(x)のフーリエ積分であり，

A(λ) = 1
π

∫ ∞

−∞
f(ξ) cosλξdξ, B(λ) = 1

π

∫ ∞

−∞
f(ξ) sinλξdξ

これを式 (2.55)に代入して

u(x, t) =

∫ ∞

0

e−kλ2t 1
π

∫ ∞

−∞
f(ξ)(cosλξ cosλx+ sinλξ sinλx)dξdλ

= 1
π

∫ ∞

−∞
f(ξ)

∫ ∞

0

e−kλ2t cosλ(ξ − x)dλdξ

となる。積分公式（ラプラス変換と常微分方程式メモ　参照）∫ ∞

0

e−ax2

cos bxdx = 1
2

√
π
a exp(− b

2

4a
)

を適用すると
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　 u(x, t) = 1

2
√
πkt

∫ ∞

−∞
f(ξ) exp{− (ξ − x)2

4kt
}dξ　　 (2.56)

となる。

無限領域に対する熱方程式の解 (2.56) は次のようにフーリエ変換を用いても求めることができる。
解 u(x, t) の x に関するフーリエ変換を U(ω, t) とすると，１次元熱伝導方程式 (2.45) の両辺それぞれのフーリエ変
換は

F
[
∂u
∂t

]
= 1√

2π

∫ ∞

−∞

∂u
∂t

e−iωxdx = 1√
2π

∂
∂t

∫ ∞

−∞
ue−iωxdx =

∂U(ω, t)

∂t
, F

[
k ∂

2u
∂x2

]
= −kω2U(ω, t)

だから
∂U(ω, t)

∂t
= −kω2U(ω, t)

変数分離，積分して
U(ω, t) = C(ω)e−kω2t

となる。初期条件 u(x, 0) = f(x), (−∞ < x < ∞) のフーリエ変換 U(ω, 0) = F (ω) から，積分定数 C(ω) は
C(ω) = F (ω) となる。これより

U(ω, t) = F (ω)e−kω2t

逆変換して

u(x, t) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)e−kω2teiωxdω = 1

2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)

[∫ ∞

−∞
e−kω2teiω(x−ξ)dω

]
dξ

= 1
π

∫ ∞

−∞
f(ξ)

[∫ ∞

0
e−kω2t cosω(x− ξ)dω

]
dξ = 1

2
√
πkt

∫ ∞

−∞
f(ξ) exp{− (ξ − x)2

4kt
}dξ

解 (2.56)のうち，f(x) = δ(x− ξ)に対する解

　 G(x, ξ, t) = 1

2
√
πkt

exp{− (ξ − x)2
4kt

}　　 (2.57)

を基本解あるいは，グリーン関数という。任意の初期条件 (2.54)に対する解 (2.56)は

　　 u(x, t) =

∫ ∞

−∞
　 G(x, ξ, t)f(ξ)dξ (2.58)

で表される。

　波動と違い，熱は有限の速度で伝わるのではない。いま初期条件として

f(x) =

{
正 (α ≤ x ≤ β)
0 (x < α, x > β)

とすると解は

u(x, t) = 1

2
√
πkt

∫ β

α

f(ξ) exp{− (ξ − x)2
4kt

}dξ　

となる。これは xがいくら大きくても，tがいくら小さくても，常に u(x, t) > 0。すなわち熱は無限の速

さで伝わっていることになる。（物理的なこうした矛盾はモデル化の過程での近似に起因している）。

　グリーン関数は明白な物理的な意味を表している。初期分布　

f(x) =

{
u0 (x0 − h < x < x0 + h)

0 (x < x0 − h, x > x0 + h)
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を与える熱量は Q = 2hAcρu0 (cは比熱，ρは密度）。このときの温度分布は

u(x, t) =
Q

Acρ× 2
√
πkt

1
2h

∫ x0+h

x0−h

exp{− (ξ − x)2
4kt

}dξ　

となる。ここで Q一定で，h→ 0を考える。平均値の定理より

1
2h

∫ x0+h

x0−h

exp{− (ξ − x)2
4kt

}dξ = exp{− (ξ0 − x)2
4kt

}, (x0 − h < ξ0 < x0 + h)

h→ 0のとき，ξ0 → x0 だから

lim
h→0

Q

Acρ× 2
√
πkt

1
2h

∫ x0+h

x0−h

exp{− (ξ − x)2
4kt

}dξ　 =
Q

Acρ× 2
√
πkt

exp{− (x0 − x)2
4kt

}

よって「グリーン関数 G(x, ξ, t)は t = 0, x = ξ での強さ Q = Acρの「瞬間点熱源」による温度分布を表

している」。これがグリーン関数G(x, ξ, t)は f(x) = δ(x− ξ)に対する解であるということの意味である。
したがって（2.56）が表す任意の初期条件 u(x, 0) = f(x)にたいする温度分布は，各点 x = ξ で初期温度

分布 f(ξ)が得られるように幅 dξに dQ = Acρf(ξ)dξの熱量を与えたときの温度分布

Acρf(ξ)dξ
Acρ

· 1

2
√
πkt

exp{− (ξ − x)2
4kt

}

を，各 ξについて重ね合わせたものになっている。

　積分公式
∫ ∞

0

e−ax2

dx =

√
π

2
√
a
を用いると，グリーン関数の性質

　　
∫ ∞

−∞
G(x, ξ, t)dx =

∫ ∞

−∞
G(x, ξ, t)dξ = 1　 (2.59)

が得られるから

　　
∫ ∞

−∞
u(x, t)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)dx (2.60)

となる。これは熱の保存則を意味している。

　方程式（2.45）を x = aから x = bまで積分すると

d
dt

∫ b

a

u(x, t)dx = k

[
∂u
∂x

]b
a

両辺に Acρを掛けると
d
dt

∫ b

a

Aρcu(x, t)dx = J(a, t)− J(b, t) (2.61)

となり，[a, b]間の熱量の変化は両端からの流入量に等しい。a→ −∞, b→∞の時（2.61）は（2.60）に

対応する。

ファイル’heatt1.txt’はグリーン関数を表示するものである。

　無限領域に対する熱伝導問題の例を考えよう。

解（2.56）で変数変換
(ξ − x)2

4kt
= z2, ξ = 2

√
ktz + x (2.62)

を行うと，

u(x, t) = 1√
π

∫ ∞

∞
f(2
√
ktz + x)e−z2

dz (2.63)

63



となる。

例として

u(0, x) = f(x) =

{
U (a < x < b)

0 (x < a, x > b)

とすると .....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.............
.............
.............
...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
a b x

0◦C

U◦C

0◦C

ξ = a のとき z = z1 =
a− x
2
√
kt
, ξ = b のとき z = z2 =

b− x
2
√
kt

u(x, t) = 1√
π

{∫ z1

−∞
+

∫ z2

z1

+

∫ ∞

z2

}
f(ξ)e−z2

dz

= U√
π

{
−
∫ z1

0

e−z2

dz +

∫ z2

0

e−z2

dz

}
誤差関数

erf (x) = 2√
π

∫ x

0

e−ξ2dξ

を用いると

u(x, t) = U
2
{ erf (z2)− erf (z1)} (2.64)

となる。

また a = 0, b→∞とすると

ξ = 0 · · · z1 = − x

2
√
kt
, ξ =∞· · · z2 =∞

u(x, t) = U
2

{
1 + erf

x

2
√
kt

} .............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.....

............................................................................................................................................................................................
.............
.............
.............
.................................................................................................................................................................................

0 x
0◦C

U◦C

x = 0では常に u = U/2，また t→∞ではすべての点で u→ U/2となる。

　また
a→ −a, b→ aとすると

ξ = −a · · · z1 = −a+ x

2
√
kt
, ξ = a · · · z2 =

a− x
2
√
kt

u(x, t) = U
2

{
erf

a+ x

2
√
kt

+ erf
a− x
2
√
kt

} .............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

..

.................................................................................................................
.............
.............
.............
..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................−a a x0

U◦C

0◦C 0◦C

t→∞で u→ 0◦C ，x = aでは u = U/2 erf
a

2
√
kt
となる。

　また
∂z
∂t

+ u∂z
∂x

= d∂
2z
∂x2

(u, dは定数) (2.65)

を対流拡散方程式という。（2.65）に対する解 zを

z(x, t) = y(x− ut, t)

とし，ξ = x− utとおくと
∂y
∂t

= d
∂2y

∂ξ2

となる。したがって（2.65）の解は熱伝導方程式の解を x軸方向に utだけずらしたものになる。
　 JAVAアプレットには（2.65）にたいする数値解を図示している。
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波動方程式や（2.65）のような対流項がある方程式の数値解法は不連続の伝播を通じて難しい問題が現れる。例では
MacCormackのスキームと呼ばれる方法で解いているが，時間とともに波形が変形している。初等的な水準でも，実
用のためにはそれぞれの問題に応じた数値解法の選択や工夫が必要となる。

2.3.3 熱伝導方程式のコーシー問題と解の一意性

次のいずれかの条件を満たす熱伝導方程式 (2.45)の解を求めることを Cauchy 問題という。

（１）　無限の導体の場合

u(x, 0) = f(x) (−∞ < x <∞)

　　 解は (2.56)となる。

（２）　１つの端を持つ制限された導体の場合

　　初期条件　　 u(x, 0) = f(x) (0 < x <∞)

　　境界条件　　 u(0, t) = 0， または　 ux(0, t) = 0　

（３）２つの端を持つ制限された導体の場合

　　初期条件　　 u(x, 0) = f(x) (0 < x < l)

　　境界条件　　 u(0, t) = u(l, t) = 0， または　 ux(0, t) = ux(l, t) = 0　

　いまコーシー問題（３）の２つの解を u1, u2 とし，その差を U = u1 − u2 とする。U は初期条件を

U(x, 0) = 0，境界条件を x = 0, x = lに対して U(x, t) = 0または Ux(x, t) = 0とする (2.45)の解である。

熱伝導方程式 (2.45)の両辺に U をかけて積分すると∫ l

0

∂U
∂t
Udx = k

∫ l

0

∂2U
∂x2

Udx

1
2
d
dt

∫ l

0

U2dx = k

[
∂U
∂x

U

]l
0

− k
∫ l

0

(
∂U
∂x

)2

dx

右辺第１項は U に対する境界条件により０，第２項は０以下となる。したがって
∫ l

0
U2dxは tの非増加関

数，かつ t = 0のときは０だから，恒等的に０となる。よって U も０となる。これでコーシー問題の解の

一意性が示された。

2.4 ラプラスの方程式

2.4.1 ２次元ラプラスの方程式とフーリエの方法

　複素数 z = x+ iyの関数 f(z)が微分可能とは，∆zのとりかたによらず　

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)
∆z

が一意的に決まることである。また δ > 0に対して |z− z0| < δのすべての zで f ′(z)が存在するとき f(z)

は z = z0 で解析的という。関数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)が解析的である必要十分条件（コーシーリーマ

ンの方程式）は
∂u
∂x

= ∂v
∂y
, ∂u

∂y
= −∂v

∂x

である。このとき uおよび vはラプラスの方程式

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0 (2.66)
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を満たす。２次元ラプラス方程式はこのように複素関数論と深く結びついており，それを用いて解かれる

ことが多い。

一般にラプラスの方程式の解を調和関数という。非圧縮２次元定常流れ，定常熱伝導問題，静電場などが

ラプラス方程式になる。

　また，湧き出しのある定常熱伝導問題はポアソン (Poisson)の方程式

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= −g(x, y) (2.67)

となる。これらはいずれも楕円型方程式と呼ばれ，ほとんど同じ扱いができる。

ラプラス方程式の境界値問題では大きく２つが考えられる。

（１）　与えられた境界の解の値を指定する・・・ディリクレ問題

（２）　与えられた境界の法線方向の微分を与える・・・ノイマン問題

矩形領域でのディリクレ問題
矩形領域　D : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ bで境界条件

u(x, 0) = f(x), u(x, b) = 0,

u(0, y) = u(a, y) = 0 (2.68)

を満たすラプラス方程式の解をフーリエの方法で解い

てみよう。

矩形領域でのディリクレ問題
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0 a x

y

b

D

u(x, 0) = f(x)

u(x, b) = 0

u(a, y) = 0u(0, y) = 0

　変数分離型の解

u(x, y) = X(x) · Y (y) (2.69)

を仮定する。方程式（2.66）に代入して

X ′′(x) · Y (y) +X(x) · Y ′′(y) = 0 (2.70)

−X
′′(x)

X(x)
=
Y ′′(y)

Y (y)
(2.71)

を得る。ここで左辺は xのみ，右辺は y のみに依存するから定数となる。この分離定数を λ2 > 0とおく

（分離定数を負に選ぶと，恒等的に０となる解となる）。したがって

X ′′(x) + λ2X(x) = 0 → X(x) = A cosλx+B sinλx (2.72)

Y ′′(y)− λ2Y (y) = 0 → Y (y) = Ceλy +De−λy (2.73)

ここで A,B,C,Dは定数である。境界条件を適用して

　　 u(0, y) = 0　より　 A = 0

　　 z(a, y) = 0　より　 sinλa = 0 　　したがって　　 λa = nπ, n = 1, 2, · · ·
　　　　　　　　　　　よって　　 λ = nπ

a ≡ λn
また境界条件 u(x, b) = 0より

Ceλb +De−λb = 0 → D = −Ce2λb

したがって境界条件を満たす分離型の解は

un(x, y) = BC sinλnx(e
λny − e2λnbe−λny)

= −BCeλnb sinλnx(e
λn(b−y) − e−λn(b−y))
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あらためて −2BCeλb を Bn とおいて

un(x, y) = Bn sin
nπx
a sinh

nπ(b− y)
a (2.74)

よって重ね合わせによる一般解は

un(x, y) =
∞∑

n=1

Bn sin
nπx
a sinh

nπ(b− y)
a (2.75)

境界条件 u(x, 0) = f(x)より
∞∑

n=1

Bn sinh
nπb
a sin nπxa = f(x) (2.76)

これは Bn sinh
nπb
a が f(x)のフーリエ正弦係数であることを示している。よって

Bn sinh
nπb
a = 2

a

∫ π

0

f(ξ) sin
nπξ
a dξ (2.77)

となる。

　また境界条件が

u(x, 0) = f(x), u(x, b) = 0, u(0, y) = g(y), u(a, y) = 0, (D :≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b)

の時は方程式，境界条件の重ね合わせができる。

u = u1 + u2,
∂2u1
∂x2

+
∂2u1
∂y2

= 0,
∂2u2
∂x2

+
∂2u2
∂y2

= 0

u1(x, 0) = f(x), u1(x, b) = 0, u1(0, y) = 0, u1(a, y) = 0

u2(x, 0) = 0, u2(x, b) = 0, u2(0, y) = g(y), u2(a, y) = 0

したがってそれぞれ u1, u2 を独立に解き，加えあわせればよい。
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同様の考えを矩形領域の全境界に適用することができ，矩形領域の任意のディリクレ問題が解ける。

付属の JAVA アプレットには，ラプラス方程式として，境界条件が

f(x) = sin x
l
, (0 ≤ x ≤ l)

の場合の解が示してある。ただしこれは数値計算に基づくものである。

　また同じアップレットにはすべての矩形の境界で値が０のポアソンの方程式の解が示してある。

数値解法にふれておく。領域に ∆x = ∆y の等間隔の格子を用い，解を ui,j = u(xi, yj), i, j = 0, 1, · · · とする。ポ
アソンの方程式 (2.67) にを中心差分を適用すると

ui+1,j − 2uij + ui−1,j

∆x2
+

ui,j+1 − 2uij + ui,j−1

∆y2
= −gij
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となる。∆x = ∆y として，uij について解くと

uij = 1
4
(ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1) +

∆x2

4
gi,j

となる。各格子点 (i, j) についてこれが成り立ち，直接解法はそのまま連立して解く。しかし点の数が増えてくると，
直接解法は処理時間や精度の問題で困難がでてくる。上式を

un+1
ij = 1

4
(un

i+1,j + un
i−1,j + un

i,j+1 + un
i,j−1) +

∆x2

4
gi,j , n = 0, 1, 2, · · ·

とし，くりかえしで解を求めることが考えられる。反復を，iを決めて順次 j について求め，つぎに iを１増やしてま
た j について求める，ようにすると，n+ 1 段の (i− 1, j), (i, j − 1) の u はすでに求まっているから

un+1
ij = 1

4
(un

i+1,j + un+1
i−1,j + un

i,j+1 + un+1
i,j−1) +

∆x2

4
gi,j , n = 0, 1, 2, · · ·

としても同じことである。これに収束を速めるために，加速緩和係数 ω を導入し

un+1
ij = (1− ω)un

ij + ω

{
1
4
(un

i+1,j + un+1
i−1,j + un

i,j+1 + un+1
i,j−1) +

∆x2

4
gi,j

}
, n = 0, 1, 2, · · ·

とする。これを SOR法という。ω = 1は元の反復法になっており，通常 1 ≤ ω ≤ 2が用いられる。正方領域をN ×N
に分割するときは ω = 2/{1 + sin (π/N)} が最適だという。

円領域でのディリクレ問題
円領域　D : x2 + y2 ≤ a2 におけるディリクレ問題をフーリエの方法で解いてみよう。
座標を (x, y)から極座標 (r, θ)に変換しておく。

x = r cos θ, y = r sin θ

このときラプラス方程式（2.66）は（4.31）から

∂2u
∂r2

+ 1
r
∂u
∂r

+ 1
r2
∂2u
∂θ2

= 0 (2.78)

となり，境界条件は

u(a, θ) = f(θ), (0 ≤ θ ≤ 2π), f(2π) = f(0) (2.79)

となる。

円領域でのディリクレ問題

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

..

.............

.............
..............
..............
...............
.................
...................

.........................
.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.......................
...................
................
...............
..............
.............
.............
............

...........

x

y

O

D
a

u(r, θ)

u(a, θ) = f(θ)

変数分離

u(r, θ) = R(r)Θ(θ) (2.80)

を仮定すると，方程式（2.78）は

r2R
′′

R
+ rR

′

R
= −Θ′′

Θ
(2.81)

となる。変数分離解が円領域Dで一価であるためには Θ(θ + 2π) = Θ(θ)。分離定数を λ2 とおくと

d2Θ
dθ2

+ λ2Θ = 0 (2.82)

d2R
dr2

+ 1
r
dR
dr
− λ2

r2
R = 0 (2.83)

方程式（2.82）の一般解

Θ(θ) = A cosλθ +B sinλθ

となる。解が周期 2πの解を持つことから，まず Θ(−π) = Θ(π)を要請して，

A cosλπ −B sinλπ = A cosλπ +B sinλπ

68



より

sinλπ = 0→ λ = n (n = 0, 1, 2, · · · ), または B = 0

となる。B = 0のときは，Θ(2π) = Θ(0)より

A cos 2λπ = A, A ̸= 0として λ = n (n = 0, 1, 2, · · · )

いずれの場合も結局

Θ(θ) = A cosnθ +B sinnθ (n = 0, 1, 2, · · · ) (2.84)

となる。各 λ = nにたいして，方程式（2.83）の解を

R = rp

とすると，

p(p− 1)rp−2 + prp−2 − n2rp−2 = 0 → p = ±n

n ̸= 0のとき，独立な２つの解は rn, r−n であるが，r−n は r → 0で発散する。また n = 0のとき，方程

式（2.83）は
1
r
d
dr

(
rdR
dr

)
= 0, よって独立な２つの解は R = 1, log r

log rも r → 0で発散する。したがって求める解は

u(r, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

rn(An cosnθ +Bn sinnθ), (0 ≤ r < a) (2.85)

の形で求められる。境界条件（2.79）より

A0

2
+

∞∑
n=1

an(An cosnθ +Bn sinnθ) = f(θ)

だから係数 An, Bn は

An = 1
πan

∫ π

−π

f(ϕ) cosnϕdϕ, (n = 0, 1, 2, · · · ), Bn = 1
πan

∫ π

−π

f(ϕ) sinnϕdϕ, (n = 1, 2, · · · ) (2.86)

で求まり，円領域でのディリクレ問題の解が（2.85）で表されたことになる。

　解（2.85）は級数の係数を代入してまとめると

u(r, θ) = 1
2π

∫ π

−π

f(ϕ)dϕ+ 1
π

∞∑
n=1

( ra )
n

{
cosnθ

∫ π

−π

f(ϕ) cosnϕdϕ+ sinnθ

∫ π

−π

f(ϕ) sinnϕdϕ

}

= 1
2π

∫ π

−π

f(ϕ)

{
1 + 2

∞∑
n=1

( ra )
n cosn(ϕ− θ)

}
dϕ

= 1
2π

∫ π

−π

f(ϕ)

{
1 +

∞∑
n=1

( rae
i(ϕ−θ))n +

∞∑
n=1

( rae
−i(ϕ−θ))n

}
dϕ

= 1
2π

∫ π

−π

f(ϕ)

 1
1− r

ae
i(ϕ−θ)

+

r
ae

−i(ϕ−θ)

1− r
ae

−i(ϕ−θ)

dϕ

となり，

u(r, θ) = 1
2π

∫ π

−π

f(ϕ) a2 − r2
a2 − 2ar cos (ϕ− θ) + r2

dϕ, (0 ≤ r < a)　　　　 (2.87)

となる（ポアソンの積分公式）。
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解（2.87）は複素関数論を使うと簡単に導かれる。
Cauchy の積分公式より，関数 f(z) が曲線Ｃで囲まれた単連結領域 D で解析的とすると

1
2πi

∮
C

f(ζ)

ζ − z
dζ = 0, (z /∈ D) (2.88)

1
2πi

∮
C

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z), (z ∈ D) (2.89)

が成り立つ。今領域Ｄを原点を中心とする半径 a の円とし，z = reiθ とすると

f(r, θ) = 1
2πi

∮
C

f(a, ϕ)

aeiϕ − reiθ
d(aeiϕ) = 1

2π

∫ π

−π

f(a, ϕ)(a2 − are−i(ϕ−θ))

a2 − 2ar cos (ϕ− θ) + r2
dϕ

また点 z = a2

r
eiθ は円Ｃの外にあるから

0 = 1
2πi

∮
C

f(a, ϕ)

aeiϕ − a2

r
eiθ

d(aeiϕ) = 1
2π

∫ π

−π

f(a, ϕ)(−are−i(ϕ−θ) + r2)

a2 − 2ar cos (ϕ− θ) + r2
dϕ

２式の差をとると

f(r, θ) = 1
2π

∫ π

−π

f(a, ϕ)(a2 − r2)

a2 − 2ar cos (ϕ− θ) + r2
dϕ

となる。境界条件 u(a, ϕ) = f(a, ϕ) を満たす調和関数 u(r, θ) が存在するとすると，これを実部とする正則関数
f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy が存在する。したがって上式の実部をとって解が得られる。正則関数は何回で
も微分可能である。したがて調和関数 u(r, θ) も何回でも微分可能である。

2.4.2 Laplaceの方程式の基本性質

ここでは３次元 Laplaceの方程式に拡張して議論しよう。

∆u = ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

+ ∂2u
∂x23

= 0 (2.90)

閉領域 V において，連続で，そのすべての内点で調和（(2.90)を満たす）であり，また V が無限領域の時

は xが無限遠で０となる u(x) = u(x1, x2, x3)を「閉領域 V で調和」と定義しよう。

「閉領域 V で調和な関数 u(x) = u(x1, x2, x3)は V と境界からなる領域 V̄ で連続ならば，境界で最大値，

最小値をとる。」（最大値の原理）

境界 S における最大値を mとする。いま u(x)が V の内点で mより大きかったとする。よって V̄ での

u(x)の最大値M となるのは V の内点 P (x)である。新たに関数 v(ξ) = v(ξ1, ξ2, ξ3)を定義する。

v(ξ) = u(ξ) + M −m
2d2

|ξ − x|2, |ξ − x|2 = (ξ1 − x1)2 + (ξ2 − x2)2 + (ξ3 − x3)2

ここで dは閉領域 V の２点の距離の上限とする。したがって |ξ − x|2 < d2 である。v(x) = u(x) = M で

あるが，境界上では

v(ξ) ≤ m+ 1
2
(M −m) = m+M

2
< M

したがって v(ξ)は u(ξ)と同様に領域 V の内点で最大値をとる。しかしこれは

∆ξv = ∂2v
∂ξ21

+ ∂2v
∂ξ22

+ ∂2v
∂ξ23

= M −m
d2

> 0, ξ ∈ V

と矛盾する。よって境界で最大値をとる。また内点で最小値とならないことは −uを考えて，同様に示さ
れる。

　最大値の原理から，全空間で調和な関数は一定値 (０)となることがわかる（Liouville　の定理）。

　十分大きな閉領域を V とし，その境界での最大値，最小値をM,mとすると，m < M, |M | ≤ ϵ, |m| ≤
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ϵ, ϵ > 0（無限遠では u = 0を用いている）となる。V の任意の内点 xでは |u(x)| ≤ ϵ，したがって u(x) = 0。

　また，最大値の原理から「導体（同じ電位）で囲まれた空洞内の電界は０」が得られる。　つぎに「調

和関数の除去可能な特異点」の定理を考える。（この項はコシリヤコフ，グリニエル，スミルノフ「偏微分

方程式」岩波書店の展開にしたがった。）

「点 ξ = xを関数 u(ξ)の孤立特異点とし，点 xの近傍のすべての点 u(ξ)で調和であるとする。そうする

と，x, ξの距離を r = |ξ − x|として，ξ → xのとき，関数 u(ξ)は 1/rより遅くなく発散するか，あるいは

点 xにおいて除去可能な特異点であり，この点で調和になるように拡張できる。」

u(ξ)が調和な点 xの近傍に含まれる球 r ≤ aを考える。後述する３次元 Poisson の定理（これはこの定理

を用いないで導かれる）から，球面上で u(ξ)に一致する調和な関数 v(ξ)が存在する。(1/r − 1/a)はこの

球内で非負であり，球 r ≤ aから十分小さな近傍 r ≤ ϵを除いた領域 Vϵ で調和であり，ξ → xのとき 1/r

での形で増加する。そこで u(ξ)が ξ → xのとき 1/rより遅く発散するとすると，ϵ→ 0で０に近づく ηが

存在して，r = ϵ, aで

|u− v| ≤ η(1r −
1
a )

がなりたつ。関数 u − v, η(1/r − 1/a)は共に，領域 Vϵ で調和だから，最大値の原理より，この不等式は

ϵ ≤ r ≤ aでなりたつ。ξを固定し，ϵ→ 0とすると，右辺は０となり，ξ ̸= x, r ≤ aで u = vとなる。し

たがって，u(ξ)は ξ ̸= xで有界な関数 vに一致し，特異点 ξ = xでは u(x) = v(x)と定義すれば，u(ξ)か

ら特異点を除去出来たことになる。

　 V を無限領域に拡張するため，変換

ξi = xi
a2

|x|2
, (i = 1, 2, 3, |x|2 = x21 + x22 + x23, a = const) (2.91)

を定義し，原点 x = 0を中心とする半径 aの球面に関する反転といい，xと ξ を球面に対する調和共役点

（鏡像の位置）という。ξi/xi = a2/|x|2だから，２点 ξ, xは原点から出る同じ動径上にあり，|ξ||x| = a2で

ある。一方は他方の半径 aの球面に対する像になっており，原点を含む領域は無限領域に，無限領域は原

点を含む領域に変換される。それぞれの変換された領域を互いに共役という。半径 a = 1の球に関する反

転で共役な領域を V, V ′ とする。このとき次の定理が成り立つ。

「関数 u(x)が V で調和ならば，関数

v(ξ) = 1
|ξ|u(

ξ1
|ξ| ,

ξ2
|ξ| ,

ξ3
|ξ| ) (2.92)

は V ′ で調和である。」（Kelvin の定理）

　 x = 0を原点とする極座標を (r, θ, ϕ)とし，x(r, θ, ϕ) ∈ V の調和共役点を ξ(r′, θ, ϕ) ∈ V ′ とする。

　はじめに V ′ が r′ = 0を含まないとして証明する。また r′ = 1/r。したがって

∂
∂r′

= ∂r
∂r′

∂
∂r

= − 1
r′2

∂
∂r

= −r2 ∂
∂r

このとき（2.92）は

v(r′, θ, ϕ) = ru(r, θ, ϕ) = 1
r′
u( 1
r′
, θ, ϕ)
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となる。式（4.29）を用いると

r′2∆ξv = ∂
∂r′

(r′2 ∂v
∂r′

) + 1
sin θ

∂
∂θ

(sin θ∂v
∂θ

) + 1
sin2 θ

∂2v
∂ϕ2

= r2 ∂
2

∂r2
[ru(r, θ, ϕ)] + · · ·

= r

[
∂
∂r

(r2 ∂u
∂r

) + 1
sin θ

∂
∂θ

(sin θ∂u
∂θ

) + 1
sin2 θ

∂2u
∂ϕ2

]
= 0

よって v(ξ)は V ′ で調和である。

　 V ′が r′ = 0を含むとき，関数 v = u(1/r′, θ, ϕ)/r′は r′ = 0は特異点となるが，これは次のようにして

除去可能な特異点であることがわかる。

　 ξ′ を ξ′ ̸= 0 の V ′ の任意の点とし，r′ = 0 を中心とし，ξ′ を含まない十分小さな球を ω とする。領

域 V ′ − ω は r′ = 0 を含まず，v は調和である。したがって v は r′ を除いた r′ の近傍で調和である。

r′v(r′, θ, ϕ) = u(1/r′, θ, ϕ)は r′ → 0のとき，u(1/r′, θ, ϕ) → 0より０，すなわち limr′→0 r
′v = 0となり，

r′ = 0は vの除去可能な特異点となる。よって常に Kelvinの定理が成り立つことがわかった。

　 Kelvinの定理から無限遠での調和関数の条件が得られる。ξを xの調和共役点とすると v(ξ) = |x|u(x)
は原点近傍で調和，したがって有界である。十分大きな正数を Aとすると |u(x)| ≤ A/|x|となる。同様な

議論によって微分についても | ∂u
∂xi
| ≤ A/|x|2, (i = 1, 2, 3)がえられる。

　最大値の原理を使うと，Laplace および　 Poisson の方程式のデリクレ問題について，解の一意性が

証明できる。

　閉領域 V の場合，同じ境界条件を満たす２つの解を u1, u2とする。w = u1 − u2は境界条件が常に０の
調和関数である。最大値の原理によって，領域 V のすべての内点でw = u1−u2 = 0となり，u1 = u2とな

るからである。領域 V が原点を含まない無限領域ならば，変換 ξi = xi/|x|2 を行い，関数 v(ξ) = |x|w(x)
をつくれば，Kelvin の定理から v(ξ)は領域 V に共役な閉領域 V ′ で調和であり，その境界条件は０だか

ら，V ′ で０となる。したがって w(x) = |ξ|v(ξ)も V で０となり，証明された。

　また境界条件に関して解は連続であることがわかる。

　２つの関数 u1, u2 をそれぞれ境界条件 u1(x) = f1(x), u2(x) = f2(x), x ∈ S を満たす解とする。

|f1−f2| < ϵ, x ∈ S, ϵ > 0とする。境界で−ϵ < f1−f2 < ϵだから，最大値の定理によって−ϵ < u1−u2 < ϵ

となる。すなわち |u1 − u2| < ϵとなり，境界条件に関して連続となる。

　以上で Laplace方程式を解く準備が出来た。

はじめに２点 ξ, xの距離を r = |ξ − x| =
√∑3

i=1(ξi − xi)2 とすると

∆1
r = 0, (ξ ̸= x) (2.93)

が ξの微分に関しても，xの微分に関しても成立する。いま ϕ(ξ, x)を領域 V で ξに関して調和であり，か

つ１階導関数まで連続な関数としたとき，

L(ξ, x) = 1
4π

[
1
r + ϕ(ξ, x)

]
(2.94)

を領域 V における Laplace の方程式の基本解という。

　有界領域 V で xが V に含まれていないとき，Lは ξに関して領域 V で調和である。Green の公式（4.9
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で v(ξ) = L(ξ, x)とおくと，∫ ∫
S

(L∂u
∂n
− u∂L

∂n
)dSξ =

∫ ∫ ∫
V

L∆udVξ, (x /∈ V )

xが V の内部 V − S にあるとき，V から中心が x，任意に小さな半径 ϵの球を Ωϵ，球面を S′とし，V か

ら Ωϵ を除いた領域 V ′ に Green の公式を適用して∫ ∫
S

(L∂u
∂n
− u∂L

∂n
)dSξ =

∫ ∫ ∫
V ′
L∆udVξ −

[∫ ∫
S′
L∂u
∂n

dSξ −
∫ ∫

S′
u∂L
∂n

dSξ

]
, (x ∈ V − S)

積分
∫ ∫ ∫

V
L∆udVξが存在するなら，右辺第１項は ϵ→ 0でそれに収束する。右辺第２項の

∫ ∫
S′ L

∂u
∂n

dSξ

について，∂u
∂n
は有界であり，ϵ → 0で L(ξ, x)は 1/ϵで増大し，S′ は ϵ2 で減少するから，極限値は０と

なる。第３項は ∫ ∫
S′
u∂L
∂n

dSξ = 1
4π

∫ ∫
S′
u
∂ϕ
∂n

dSξ +
1
4π

∫ ∫
S′
u ∂
∂n

(1r )dSξ

となるが，
1
4π

∫ ∫
S′
u
∂ϕ
∂n

dSξ → 0, (ϵ→ 0)

1
4π

∫ ∫
S′
u ∂
∂n

(1r )dSξ = 1
4π

∫ ∫
S′

u
r2

dSξ = 1
4πϵ2

∫ ∫
S′
udSξ → u(x), (ϵ→ 0)　

したがって点 xが領域 V の外部および内部にあるときをまとめると∫ ∫
S

(L∂u
∂n
− u∂L

∂n
)dSξ =

∫ ∫ ∫
V

L∆udVξ +

{
0, (x /∈ V )

u(x), (x ∈ V − S)
(2.95)

となる。とくに点 xが領域 V の境界 S上にあれば右辺の uが 1
2
uであることが知られている。したがって

uが領域 V で調和ならば

∫ ∫
S

(L∂u
∂n
− u∂L

∂n
)dSξ =


0, (x /∈ V )
1
2
u(x), (x ∈ S)

u(x), (x ∈ V − S)

(2.96)

となる。（2.96）は無限領域 V についても成り立つ。式（2.96)を S と S を含む十分大きな半径 rの球 Ω

の共通部分に適用すると，左辺には付加項∫ ∫
SΩ

(L∂u
∂n
− u∂L

∂n
)dSξ

が表れる。しかしこの積分は，被積分関数が２つの項のどちらも 1/r3 で減少し，積分面 SΩ は r2 で増加

するから，r →∞で０となる。よって (2.96)は常に成り立つ。（2.96）を調和関数論の基本公式という。

調和関数は無限回微分可能である。式（2.96）で領域 V の内点を xとする。L = 1/4πrとおくと，Lは

xに関して無限回微分可能であり，それらは ξに関して有界である。したがって面 S 上の点で uが１階連

続微分可能ならば，面積分も xに関して無限回微分可能となる。また面 S上で uの１階導関数が連続でな

いならば，面積分を xを含む V 内の面積分に置き換えると，V 内では uは調和だから２階微分可能であ

り，上の議論がなりたつ。
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2.4.3 Poisson の公式

球 |x| ≤ aに対する Dirichlet問題 {
∆u = 0 (|x| < a)

u = ψ (|x| = a)
　 (2.97)

を考える。xを球の内点として，u(x)を調和な関数とする。xに調和共役な点を式（2.91）にしたがってξ

（2.91）とし，動点 ζ にたいして

ρ = |x|, r = |ζ − x|, r∗ = |ζ − ξ|

とする。基本公式（2.96）を適用すると

1
4π

∫ ∫
|ζ|=a

{
1
r∗
∂u
∂n
− u ∂

∂n
( 1r∗ )

}
dSζ = 0 (2.98)

1
4π

∫ ∫
|ζ|=a

{
1
r
∂u
∂n
− u ∂

∂n
(1r )

}
dSζ = u(x) (2.99)

ζ が球面上の点（|ζ| = a）では，r∗/r = a/ρである。（2.98）に−a/ρをかけて（2.99）と加え合わせると

u(x) = 1
4π

∫ ∫
|ζ|=a

u{aρ
∂
∂n

( 1r∗ )−
∂
∂n

(1r )}dSζ

となる。球面での法線方向は ζ の方向だから

∂
∂n

=
3∑

i=1

ζi
∂
∂ζi

となる。これを上式に実行すると Poisson の公式

u(x) = 1
4π

∫ ∫
|ζ|=a

u(ζ)
a2 − |x|2
|ζ − x|3

dSζ , (|x| < a) (2.100)

が得られる。右辺の |ζ| = a上の u(ζ)に連続な関数 ψ(ζ)を代入すると

u(x) = 1
4π

∫ ∫
|ζ|=a

ψ(ζ)
a2 − |x|2
|ζ − x|3

dSζ , (|x| < a) (2.101)

となる。これが Dirichlet問題（2.98）の解となっていることは次のようにして解る。u(x)が |x| < aで調

和となっていることは，被積分関数が ζに関して連続で，有界だから微分と積分の順序が交換でき，xに関

する２階微分を直接行うことによって確かめられる。したがって球面上の任意の点 yに関して |x− y| → 0

で確かに u(x)→ ψ(y)となっていることを証明すればよい。

球面上で u = 1である調和関数を考える。これは Poissonの公式の条件を満たしているので

1 = 1
4π

∫ ∫
|ζ|=a

a2 − |x|2
|ζ − x|3

dSζ

したがって

u(x)− ψ(y) = 1
4π

∫ ∫
|ζ|=a

a2 − |x|2
|ζ − x|3

[ψ(ζ)− ψ(y)]dSζ
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となる。球面 |ζ| = aでの積分を，球面上で yを中心とし，半径 ηの円内の部分 Sη と残りの部分 S′ に分

ける。ζ ∈ Sη では，|ψ(ζ)− ψ(y)|の上限をM とすると∣∣∣∣∣ 1
4π

∫ ∫
Sη

a2 − |x|2
|ζ − x|3

[ψ(ζ)− ψ(y)]dSζ

∣∣∣∣∣ ≤ M
4π

∫ ∫
Sη

a2 − |x|2
|ζ − x|3

dSζ

≤ M
4π

∫ ∫
|ζ|=a

a2 − |x|2
|ζ − x|3

dSζ =M

ψ(ζ)の球面上での連続性により，η → 0でM → 0である。また ψ(ζ)は連続性から球面上で有界であり

|ψ(ζ)| ≤ Aとすると∣∣∣∣ 1
4π

∫ ∫
S′

a2 − |x|2
|ζ − x|3

[ψ(ζ)− ψ(y)]dSζ

∣∣∣∣ ≤ 2A
4π

∫ ∫
S′

a2 − |x|2
|ζ − x|3

dSζ

≤ 2A
4π

∫ ∫
S′

a2 − |x|2
|ζ − x|3

dSζ ≤ 2AM∗

ここでM∗ は S′ 面上での (a2 − |x|2)/|ζ − x|3 の上限である。ηを固定し，球内の xに関して x→ yとす

ると，rは η のオーダーであるが，a2 − |x|2 は ηよりいくらでも小さくなり，M∗ → 0なる。よって球内

の xに関して

|u(x)− ψ(y)| → 0, (x→ y)

となり，（2.101）で求める uは境界条件を満たすことがわかる。

　２次元の場合は，閉曲線 l で囲まれた閉局面 S について

L(ξ, x) = 1
2π

[
log 1

r
+ ϕ(ξ, x)

]
(2.102)

とおくと，閉曲線 C で囲まれた閉局面 S について式（2.95）に対応して

∫ ∫
C
(L∂u

∂n
− u∂L

∂n
)dlξ =


0, (x /∈ S)
1
2
u(x), (x ∈ C)

u(x), (x ∈ S − C)

(2.103)

となる。これは Cauchyの積分公式（2.88）,（2.89）に対応している。３次元の Poissonの公式（2.100）に対応して

u(x) = 1
2π

∫ ∫
|ζ|=a

u(ζ)
a2 − |x|2

|ζ − x|2
dSζ , (|x| < a) (2.104)

となり，これから Poisson の積分公式（2.87）が得られる。

2.5 ヘルムホルツの方程式と波動，熱伝導

2.5.1 ヘルムホルツの方程式

　はじめに，２次元ヘルムホルツの方程式

∂2F
∂x2

+ ∂2F
∂y2

+ kF = 0 (2.105)

を考える。領域Ｄが有界で，その境界Ｃが区分的に滑らかな曲線からなるとし，

F (x, y) = 0 (x, y)はＣ上の点 (2.106)
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を満たす解を求めることを，ヘルムホルツ方程式の固有値問題という。

２次元でのグリーンの定理 ∫∫
D
(∂P
∂x

+
∂Q
∂y

)dxdy =

∫
C
(Pdy −Qdx)

で，P = FFx, Q = FFy を代入すると

左辺 =

∫∫
D
{F∆F + (F 2

x + F 2
y )}dxdy = −k

∫∫
D
F 2dxdy +

∫∫
D
(F 2

x + F 2
y )}dxdy

右辺は，境界Ｃ上では 0だから P = Q = 0で 0となる。したがって

k

∫∫
D
F 2dxdy =

∫∫
D
(F 2

x + F 2
y )dxdy

両辺の被積分関数は F が恒等的に０でない限り正となり，k > 0となる。したがって k = λ2i (λi > 0)のと

き解があるとして，(λi, i = 1, 2, · · · )を固有値，その解を固有関数という。
同様に３次元のヘルムホルツ方程式

∂2F
∂x2

+ ∂2F
∂y2

+ ∂2F
∂z2

+ kF = 0 (2.107)

で，境界条件

F (x, y, z) = 0 (x, y, z)はΣ上の点 (2.108)

を満たす解を求めることを，ヘルムホルツ方程式の固有値問題という。２次元の時と同様に３次元のグリー

ンの定理 ∫
Σ

ψ
∂ϕ
∂n

dS =

∫
V

(ψ∇2ϕ+∇ψ · ∇ϕ)dv

に，ϕ = ψ = F を代入すし，境界条件 (2.108)を考慮すると，k > 0のときのみ解があることがわかる。

k = λ2i (λi > 0)として，(λi, i = 1, 2, · · · )を固有値，その解を固有関数という。

1 はじめに， 矩形領域でヘルムホルツ方程式の固有値問題を解いておこう。
矩形領域　D : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ bで境界条件

F (x, 0) = 0, F (x, b) = 0,

F (0, y) = F (a, y) = 0 (2.109)

のもとで
∂2F
∂x2

+ ∂2F
∂y2

+ λ2F = 0 (2.110)

を解く。これは「矩形領域でのディリクレ問題 」と対

応している。
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0 a x

y

b

D

F (x, 0) = 0

F (x, b) = 0

F (a, y) = 0F (0, y) = 0

変数分離解を F (x, y) = X(x)Y (y)とする。これが境界条件を満たすとすると

X(0)Y (y) = 0, X(a)Y (y) = 0, X(x)Y (0) = 0, X(x)Y (b) = 0

したがって

X(0) = X(a) = 0, Y (0) = Y (b) = 0

となる。F (x, y) = X(x)Y (y)を (2.110)に代入して，

x′′Y +XY ′′ + λ2XY = 0
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−X
′′(x)

X(x)
=
Y ′′(y)

Y (y)
+ λ2

したがって，両辺は定数で，しかも，X(0) = X(a) =からその定数が負の時は満たす解が存在しな

い。したがって

X ′′ + µ2X = 0 (2.111)

Y ′′ + (λ2 − µ2)Y = 0 (2.112)

となる。ただし µ > 0とする。(2.111)は

µm = mπ
a , Xm(x) = sin mπxa (m = 1, 2, · · · )

(2.112)は λ2 − µ2 = ν2(ν > 0)とおいて

νm = nπ
b
, Yn(y) = sin

nπy
b

(n = 1, 2, · · · )

となる。したがって (2.110)の固有値は

λmn =
√
µ2
m + ν2n =

√
(ma )2 + (n

b
)2π (m,n = 1, 2, · · · ) (2.113)

であり，変数分離解は

Fnm(x, y) = Amn sin
mπx
a sin

nπy
b

(m,n = 1, 2, · · · ) (2.114)

k = λ2mn = {(ma )2 + (n
b
)2}π

一般解は

F (x, y) =

∞∑
m,n=1

Amn sin
mπx
a sin

nπy
b

(Amnは任意定数) (2.115)

で求まる。

2 続いて， 円領域でヘルムホルツ方程式の固有値問題を解いておこう。

円領域　D : x2 + y2 ≤ a2 とし，境界条件

F (a, θ) = 0, (0 ≤ θ ≤ 2π) (2.116)

のもとで

∂2F
∂r2

+ 1
r
∂F
∂r

+ 1
r2
∂2F
∂θ2

+ λ2F = 0 (2.117)

を解く。
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x

y

O

D
a

F (r, θ)

F (a, θ) = 0

変数分離

F (r, θ) = R(r)Θ(θ) (2.118)

を仮定すると，方程式（2.117 ）は

r2R
′′

R
+ rR

′

R
+ λ2r2 = −Θ′′

Θ
(2.119)
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したがって

Θ′′ + µ2Θ = 0 (2.120)

r2R′′ + rR′ + (λ2r2 − µ2)R = 0 (2.121)

(2.122)

となる。Θ(θ)は周期 2πを持たねばならないから (2.120)の解は

µ = n (n = 1, 2, · · · ), Θ(θ) = Θn(θ) = Cn cosnθ +Dn sinnθ (Cn, Dnは定数） (2.123)

となる。一方 (2.121)は ρ = λrとすると

ρ2 d
2R
dρ2

+ ρdR
dρ

+ (ρ2 − n2)R = 0, R(λa) = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ) (2.124)

となる。これは ν = n次のベッセル方程式で，原点で有界な解 Jν(x)は ν 次のベッセル関数である。

（ラプラス変換と常微分方程式メモ 参照）

Jν(t) =
∞∑
k=0

(−1)k
k!Γ(ν + k + 1)

( t
2

)ν+2k
(2.125)

条件 Rn(λa) = 0 によって，Jn の零点を µnm (m = 1, 2, · · · ) とすると λ = µnm/a である。した

がって

Rn(r) = Jn(µnmr/a) (2.126)

よって，変数分離解は

Fnm = Jn(µnmr/a)(Cnm cosnθ +Dnm sinnθ) (n = 0, 1, 2, · · · ) (2.127)

k = λ2nm = (µnm/a)
2, Jn(µnm) = 0

重ね合わせによって，ヘルムホルツの方程式 (2.117)の一般解は

F (x, y) =

∞∑
n=0

∞∑
m=1

Jn(µnmr/a)(Cnm cosnθ +Dnm sinnθ) (2.128)

となる。

3 ３次元のHelmholtzの方程式

∆u+ k2u ≡ ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

+ k2u = 0 (2.129)

を考えよう。これを３次元極座標で書くと (4.29)より

1
r2

∂
∂r

(r2 ∂u
∂r

) + 1
r2 sin θ

∂
∂θ

(sin θ∂u
∂θ

) + 1
r2 sin2 θ

∂2u
∂ϕ2

+ k2u = 0 (2.130)

となる。変数分離で

u = R(r)Y (θ, ϕ) (2.131)

とおき，分離定数を λとすると

r2

R

{
1
r2

d
dr

(r2 dR
dr

) + k2
}

= λ (2.132)

1
Y

[
1

sin θ
∂
∂θ

(sin θ∂Y
∂θ

) + 1
sin2 θ

∂2Y
∂ϕ2

]
= −λ (2.133)

78



となる。このとき，(2.133) は λ = l(l + 1), l = 0, 1, 2, · · · の固有値を持ち，変数分離解が Y =

Pm
l (cos θ) cosmϕ,Pm

l (sin θ) cosmϕとなった。l次の解を Yl(θ, ϕ)で表し，l次の球面 (調和)関数と

言った。

2l + 1個の l次の球面関数 Pl(θ), P
m
l (θ) cosmϕ,Pm

l (θ) sinmϕ, (m = 0, 1, 2, · · · , l), (l = 1, 2, · · · )
は，直交関数系をなし，球面上 Σで一階偏導関数も含めて連続な任意の関数 f(θ, ϕ)は

f(θ, ϕ) = a00 +
∞∑
k=1

[
a0Pk(cos θ) +

k∑
m=1

(amk cosmϕ+ bmk sinmϕ)P
m
k (cos θ)

]
(2.134)

と展開できる。

a0k = 2k + 1
2π

∫∫
Σ

f(θ′, ϕ′)Pk(cos θ
′)dS

amk = 2k + 1
2π

(k −m)!

(k +m)!

∫∫
Σ

f(θ′, ϕ′)Pm
k (cos θ′) cosmϕ′dS (2.135)

bmk = 2k + 1
2π

(k −m)!

(k +m)!

∫∫
Σ

f(θ′, ϕ′)Pm
k (cos θ′) sinmϕ′dS

動径方向について，(2.132)で λ = l(l + 1)とすると

d2R
dr2

+ 2
r
dR
dr

+

(
k2 − l(l + 1)

r2

)
R = 0 (2.136)

となる。

R(r) = V√
r

とおくと
d2V
dr2

+ 1
r
dV
dr

+

(
k2 − (l + 1/2)2

r2

)
V = 0 (2.137)

これはベッセルの微分方程式であり，r = 0で有限な解は

V = AJl+1/2(kr)

となる。Jl+1/2(kr)は特に球ベッセル (spherical Bessel function)と呼ばれる。したがって，解は

u =
∑ Al√

r
Yl(θ, ϕ)Jl+1/2(kr) (2.138)

となる。

2.5.2 ２次元波動方程式

　さて，平面上の境界Ｃで囲まれた領域Ｄでの２次元波動方程式

∂2u
∂t2

= c2(∂
2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

) (2.139)

で，

境界条件 u(x, y, t) = 0 (x, y)は C上の点　 (2.140)

　初期条件 u(x, y, 0) = f(x, y), ut(x, y, 0) = g(x, y) (2.141)
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を満たす解を求めよう。ただし，境界が滑らかとすると，境界条件から，境界Ｃ上では f(x, y) = g(x, y) = 0

でなければならない。

まず，(2.139)の変数分離解を求めよう。

u(x, y, t) = F (x, y)T (t) (2.142)

FT ′′ = c2(Fxx + Fyy)T,
T ′′

c2T
= 1
F
(∂

2F
∂x2

+ ∂2F
∂y2

) −→ −k

両辺は定数となり，分離定数を −kとおくと

∆F + kF = 0 (2.143)

T ′′ + c2kT = 0 (2.144)

となる。(2.143)はヘルムホルツの方程式である。ヘルムホルツの方程式は境界条件によって固有値問題と

なる。k = λ2とおいて，各固有値 λnmに属する固有関数を Fnmとする。一方 (2.144)は k = λ2nmとして

Tnm(t) = Anm cosλnmct+Bnm sinλnmct (2.145)

となる。したがって，(2.139)の解は重ね合わせによって

u(x, y, t) =
∞∑

n,m=1

Fnm(x, y)(Anm cosλnmct+Bnm sinλnmct) (2.146)

となる。

1 いま，領域Ｄを矩形領域　 D : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ bとし，境界条件，初期条件が (2.140)，(2.140)

の場合を考えよう。

境界条件を満たす一般解 (2.146)は (2.114)より

u(x, y, t) =
∞∑

n,m=1

sin mπxa sin
nπy
b

(Anm cosλnmct+Bnm sinλnmct) (2.147)

初期条件 (2.140)より

u(x, y, 0) = f(x, y) =
∞∑

n,m=1

Amn sin
mπx
a sin

nπy
b

(2.148)

ut(x, y, 0) = g(x, y) =
∞∑

n,m=1

λmncBmn sin
mπx
a sin

nπy
b

(2.149)

これらは f(x, y), g(x, y)の２次元フーリエ正弦展開となっており，

Amn = 4
ab

∫ b

0

∫ a

0

f(ξ, η) sin
mπξ
a sin

nπη
b

dξdη (2.150)

Bmn = 1
cλmn

4
ab

∫ b

0

∫ a

0

g(ξ, η) sin
mπξ
a sin

nπη
b

dξdη (2.151)

2 また，領域Ｄが 円領域　D : x2 + y2 ≤ a2 とし，境界条件，初期条件が (2.140)，(2.140)の場合を

考えよう。

境界条件を満たす一般解 (2.146)は (2.127)より

u(x, y, t) =
∞∑

n,m=1

Jn(µnmr/a)(Cnm cosnθ+Dnm sinnθ)(Anm cosλnmct+Bnm sinλnmct) (2.152)
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より簡単な場合に話を限定しよう。解は θに無関係で，r方向にのみ依存するとする。すなわち n = 0

で uは u = u(r, t)。したがって，初期条件も

u(r, 0) = f(r), ut(r, 0) = g(r)

とする。このとき，

u(x, y, t) =

∞∑
m=1

J0(µmr/a)(am cosλmct+ bm sinλmct), λm =
cµm

a , J0(µm) = 0 (2.153)

初期条件 u(r, 0) = f(r)より

u(r, 0) = f(r) =
∞∑

m=1

amJ0(µmr/a) (2.154)

ut(r, 0) = g(r) =
∞∑

m=1

cλmbmJ0(µmr/a) (2.155)

(2.154)より am, cλmbm はフーリエ・ベッセル級数の係数だから (1.82)より

am = 2
a2J2

1 (µm)

∫ a

0

rf(r)J0(
µm

a r)dr (m = 1, 2, · · · ) (2.156)

bm = 2
acµmJ

2
1 (µm)

∫ a

0

rg(r)J0(
µm

a r)dr (m = 1, 2, · · · ) (2.157)

である。

2.5.3 球の中での熱伝導

熱伝導方程式
∂u
∂t

= ∇2u (2.158)

を

r = a, t > 0のとき，u = 0 (境界条件) (2.159)

r < a, t = 0のとき，u = f(r, θ, ϕ) (初期条件) (2.160)

で解くことを考える。変数分離で u = T (t)v(r, θ, ϕ)とおくと

1
T
dT
dt

= 1
v∇

2v = −k2

T = Ce−k2t

∇2v + k2v = 0

となる。従って

u =

∞∑
l=0

∞∑
i=1

Al,i√
r
e−k2

i,ltYl(θ, ϕ)Jl+1/2(ki,lr)

となる。ただし，ki,l は Jl+1/2(ka) = 0の i番目の零点である。また Al,i は初期条件

f(r, θ, ϕ) = 1√
r

∞∑
l=0

∞∑
i=1

Al,i√
r
Yl(θ, ϕ)Jl+1/2(ki,lr)

満たすように決められる。これは可能である（省略）。
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第3章 付録１－高速フーリエ変換

3.1 離散フーリエ変換

あらためて関数 x(t)に対するフーリエ級数を定義しておく。

フーリエ級数　 ( 周期 T の関数 x(t)にたいする複素フーリエ級数)

x(t) =

∞∑
k=−∞

c(k) exp(2πikt/T )　 (3.1)

c(k) = 1
T

∫ T

0

x(t) exp(−2πikt/T )dt　 (3.2)

t軸上に等区間∆t = T/N の点 j∆t(j = 0,±1,±2, · · · )をとると

x(j∆t) =
∞∑

k=−∞

c(k)e2πijk/N =
N−1∑
k=0

{
∞∑

l=−∞

c(k + lN)}e2πijk/N

三角関数の直交性
1
2π

∫ 2π

0

eimte−intdt = δm,n m,n = 0,±1,±2, · · ·

には，積分を台形公式に置き換えたことに相当する選点直交関係

1
N

N−1∑
j=0

exp(2πi
N

(m− n)j) = δ0,m−n

が対応する。ここに δはクロネッカーのデルタで，m− nはmod N でN の整数倍は無視するとする。

離散フーリエ変換　
周期 T の周期関数 x(t)とそのフーリエ係数 c(k)について，

cp(k) =
∞∑

l=−∞

c(k + lN) (3.3)

および∆t = T/N とすると

cp(k) = 1
N

N−1∑
j=0

x(j∆t) exp(−2πijk/N) (3.4)

x(j∆t) =
N−1∑
k=0

cp(k) exp(2πijk/N) (3.5)
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N を十分大きくして，|k| > N/2の kにたいして，c(k) = 0ならば

cp(k) = c(k) (k = 0, 1, · · · , N/2), cp(k) = c(k −N) (k = N/2, · · · , N)

　一方フーリエ変換およびフーリエ逆変換は以下のように定義する。

フーリエ変換　
関数 x(t)のフーリエ変換X(ω) = F{x(t)}とその逆変換 x(t) = F−1{X(ω)}

X(ω) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−iωt)dt　　　 (3.6)

x(t) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
X(ω) exp(iωt)dω (3.7)

また応用上，角振動数 ωを用いるのではなく，振動数 f = ω/2πを用いることもある。

フーリエ変換
関数 x(t)のフーリエ変換X(f)とその逆変換

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−2πift)dt　　　 (3.8)

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp(2πift)df (3.9)

フーリエ変換は様々な定義がなされる。要するに式 (3.6)または式 (3.8)で定義された x(t)のフーリエ変換

X(ω), X(f)を用いて逆変換 (3.7)，(3.9)でもとの関数 x(t)になるように係数を定義しておけばよい。また

1
2π

∫ ∞

−∞
eiωtdt = δ(ω) (3.10)

を用いると式 (3.6),(3.7)による定義も，式 (3.8), (3.9)による定義もノルム ∥g(ξ)∥

　 ∥g(ξ)∥ =

√∫ ∞

−∞
|g(ξ)|2dξ (3.11)

の定義のもとでつぎのパーセバルの等式を満たすことがわかる。

∥x(t)∥ = ∥X(ω)∥ = ∥X(f)∥ (3.12)

t軸上の等間隔∆tの点 j∆t (j = 0,±1,±2, · · · )は式 (3.9)より

x(j∆t) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp(2πij∆tf)df =

∞∑
n=−∞

∫ (n+1)F

nF

X(f) exp(2πijf/F )df

ここで　 F = 1/∆tである。exp(2πijf/F )は周期 F の周期関数だから　

x(j∆t) =

∫ F

0

Xp(f) exp(2πijf/F )df (3.13)

Xp(f) =
∞∑

n=−∞
X(f + nF ) (3.14)
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Xp(f)は周期 F の周期関数だからフーリエ級数に展開でき，(3.13)を考慮すると

Xp(f) =
1
F

∞∑
j=−∞

x(j∆t) exp(−2πifj/F ) (3.15)

となる。f 軸上に等区間∆f = F/N の点 k∆f (k = 0,±1,±2, · · · )をとると

Xp(k∆f) =
1
F

∞∑
j=−∞

x(j∆t) exp(−2πikj/N) (3.16)

exp(−2πikj/N)は周期N の周期関数だから

Xp(k∆f) = 1
F

N−1∑
j=0

{
∞∑

l=−∞

x(j∆t+ lN∆t)}) exp(−2πikj/N)

= 1
F

N−1∑
j=0

xp(j∆t) exp(−2πikj/N)

xp(t) =
∞∑

l=−∞

x(t+ lT ) , T = N∆t

xp(t)も周期 T の周期関数である。

選点直交関係を用いるとつぎの１組の離散フーリエ変換（Discrete Fourier Transform）が得られる。

離散フーリエ変換　
関数 x(t)とそのフーリエ変換X(f)について

xp(t) =
∞∑

l=−∞

x(t+ lT ) (3.17)

Xp(f) =
∞∑

n=−∞
X(f + nF ) (3.18)

とすると ， ∆t = T/N, F = 1/∆t, ∆f = F/N = 1/T, TF = N のとき

Xp(k∆f) = ∆t
N−1∑
j=0

xp(j∆t) exp(−2πikj/N) (3.19)

xp(j∆t) = ∆f
N−1∑
k=0

Xp(k∆f) exp(2πikj/N) (3.20)

ある正の数 fN が存在し，|f | > fN に対して，X(f) = 0 ならば,fN < F/2 とすると x(j∆t) (j =

0,±1,±2, · · · )を用いて式 (3.15)で決まるXp(f)はX(f)と一致し，x(t)が完全に再現されることになる。

fN = N/(2T ) = 1/(2∆t) = F/2 fN : Nyquist周波数 (3.21)

一般には−F/2 < f < F/2における誤差は，ϵ =
∑

n ̸=0X(f + nF )だから，これが十分小さくなるように

大きな F ,すなわち小さな∆tを選ぶことになる。
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3.2 ＦＦＴアルゴリズム

改めて離散型フーリエ変換を

C(k) =
N−1∑
j=0

X(j) exp(∓2πikj/N) k = 1, 2, · · · , N − 1　　　　　　　　　　 (3.22)

とする。ＦＦＴ（Fast Fourier Transform)とはこれを効率的に行うアルゴリズムの総称である。以下では

岩波講座「情報科学１８　数値計算」にしたがってＦＦＴアルゴリスムを説明する。

いま，N = r1 · r2 とすると，

k = k1r1 + k0, (k1 = 0, 1, · · · , r2 − 1, k0 = 0, 1, · · · , r1 − 1)

j = j1r2 + j0, (j1 = 0, 1, · · · , r1 − 1, j0 = 0, 1, · · · , r2 − 1)

C(k) = C(k1r1 + k0), X(j) = X(j1r2 + j0),さらに exp(∓2πip/N) =W p とおくと

C(k) =
∑
j0

∑
j1

X(j1r2 + j0)W
(k1r1+k0)(j1r2+j0)

W (k1r1+k0)(j1r2+j0) =W j0k0W k0j1r2W k1j0r1

だから

　　 C(k) =
∑
j0

X1(j0, k0)W
k1r1j0 , k0 = 0, 1, · · · , r1 − 1

X1(j0, k0) = W j0k0

∑
j1

X(j1r2 + j0)W
k0j1r2 , j0 = 0, 1, · · · , r2 − 1

よってN がN = r1 · r2と因数分解できるならば離散型フーリエ変換は大きさ r1の r2個の変換と大きさ r2

の r1個の変換の２段階に分解できる。それぞれ演算回数は r2r1r2，r1r2r1であり，合わせて r1r2(r1 + r2)

となる。離散型フーリエ変換はそのままでは N2 個の演算が必要であり，２段階に分解することによって

(r1 + r2)/r1r2 の割合で演算回数を少なくすることが出来る。

　　一般にN = rmrm−1 · · · r2r1 と分解できるとき，　

N0 = 1, Nl+1 = rl+1Nl (= rl+1rl · · · r1)

Ñm = 1, Ñl = N/Nl (= rmrm−1 · · · rl+1), l = 0, 1, · · · ,m− 1

とおいて広義離散型フーリエ変換

Xl(j, k) =

Nl−1∑
p=0

X(j + pÑl)W
k(j+pÑl), 0 ≤ j < Ñl, 0 ≤ k < Nl (3.23)

を定義すると離散型フーリエ変換（3.22)に対してつぎの手続きが得られる。
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一般基底のＦＦＴ　
N = rmrm−1 · · · r2r1, N0 = 1, Nl = rlNl−1, Ñm = 1, Ñl = N/Nl (l = 1, 2, · · · ,m)とすると

X0(j, 0) = X(j), 0 ≤ j < N

からはじめて，l = 1, 2, · · · ,mについて以下を繰り返す。

Xl(j, k + sNl−1) = W jsNl−1

rl−1∑
t=0

Xl−1(j + tÑl, k)W
Nst/rl (3.24)

0 ≤ s < rl, 0 ≤ k < Nl−1, 0 ≤ j < Ñl

結果は

C(k) = Xm(0, k), 0 ≤ k < N

l段階の j, kに対して各 t, sに相当して複素数の乗算が r2l 回となる。変換を完了するためには

m∑
l=1

Ñl−1∑
j=1

Nl−1−1∑
k=0

r2l = N(r1 + r2 + · · ·+ rm)

回の計算となりN2 に比べ非常に少なくなる。

N = 2m すなわち基底が２の場合，変換は

Xl(j, k) = Xl−1(j, k) +Xl−1(j + 2m−l, k)

Xl(j, k + 2l−1) = W 2l−1j{Xl−1(j, k)−Xl−1(j + 2m−l, k)}　　　　　 (3.25)

0 ≤ k < 2l−1, 0 ≤ j < 2m−l

となる。計算を効率的に進めるため，すなわち中間結果の記憶場所や，データの転送回数を出来るだけ少

なくするため「中間結果の重ね書き」を行う。

　そのためにまず Xl(j, k) = Xl(j · 2l + k)によって１次元に並べてみる。j, kはm− l, lビットの整数だ
から，各 ji, ki は 0か 1とすると

j = jl2
m−l−1 + jl+12

m−l−2 + · · ·+ jm−1 = (jljl+1 · · · jm−1)

k = kl−12
l−1 + kl−22

l−2 + · · ·+ k0 = (kl−1kl−2 · · · k0)

j2l + k = (jljl+1 · · · jm−1kl−1kl−2 · · · k0)

後の議論のために {ji}の並べ方が {ki}と逆にしてある。m− lビットの整数 jのビット反転を次のように

定義する。

j∗ = (jljl+1 · · · jm−1)
∗ = (jm−1jm−2 · · · jl)

いま（3.25）でXl(j, k)の番号 jのビット反転を行うと，それにしたがって他の要素も変わる。要素Xl(j, k)

はm− lビットの反転を受けるが，要素Xl−1(j, k)はm− l+ 1ビットの反転を受ける。m− lビットの j

がm− l+ 1ビットの反転を受けるときは，j の先頭に 0をつけ，2j∗となる。またm− lビットの j の先

頭に 1をつけたm− l + 1ビットの整数 j + 2m−l のm− l + 1ビット反転は 2j∗ + 1となる。
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基底２のＦＦＴ　重ね書き

X0(j
∗) = X(j), 0 ≤ j < 2m = N

からはじめて，l = 1, 2, · · · ,mについて以下を繰り返す。

Xl(j
∗2l + k) = Xl−1(j

∗2l + k) +Xl−1(j
∗2l + k)

Xl(j
∗ + 2l−1 + k) = W 2l−1j{Xl−1(j

∗2l + k)−Xl−1(j
∗2l + k)}　　　　　　　　 (3.26)

0 ≤ k < 2l−1, 0 ≤ j∗ < 2m−l

結果は

C(k) = Xm(k), 0 ≤ k < N

となる。ここで位相シフトW 2l−1jの jは反転によって影響を受けない。（3.26）から j∗, kによって一意的に

きまる第 l段の要素Xl(j
∗2l+k), Xl(j

∗+2l−1+k)は，第 l−1段の要素Xl−1(j
∗2l+k), Xl−1(j

∗+2l−1+k)

のみから影響を受け，重ね書きが可能なことがわかる。このため第１に入力データ（X(j), 0 ≤ j < N）を

ビット反転して並べ替えること，２番目に位相シフトW 2l−1j を効率的に計算する必要が発生した。

　まずビット反転数の生成法について考える。いま pビットの整数 j = (j0j1 · · · jp−1)のビット反転 j∗ を

pビット右にずらした数を

αj = 2−pj∗ = 0.jp−1jp−2 · · · j0 (3.27)

とすると，各 αj は

α0 = 0, α1 = 2−1

からはじめて，順次

α2j =
1
2
αj , α2j+1 = 1

2
αj +

1
2

によって求められる。これと同じことであるが位相シフトの計算に便利な次のアルゴリズムを用いる。

ビット反転数の生成

α0 = 0, α1 = 2−1

からはじめて，p = 1, 2, · · · について

　　α2p = 1
2
α2p−1

α2p+j = αj + α2p , 1 ≤ j < 2p　 (3.28)

N ビットの j 番のデータをビット反転した j∗ 番の位置に並べ替える。j と j∗ は１対１に対応しており，

(j∗)∗ = j だからを j∗ < j の組X(j)とX(j∗)ついて入れ替えればよい。

j∗ = ϕn(j)

とすると，（3.28）の αj を用いて，ϕm(j) = 2mαj とおける。さらにmを偶数としてmh = m/2とすると，

0 ≤ j1 < 2mh , 0 ≤ j2 < 2mh の組 j1, j2について，mビット数 j = ϕm(j2)+ j1には反転数 j∗ = ϕm(j1)+ j2
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が対応し，全てのmビット数を覆い尽くす。したがって表（ϕm(j), j = 0, 1, · · · , 2mh）を作成しておけば，

反転位置への並べ替えが可能となる。

　　次に位相シフトW 2l−1j についてのべる。手続き（3.26）では，j∗ を改めて j と見なして処理すれば

よいが，それに応じて位相シフトはW 2l−1j∗ を計算することになる。

W 2l−1j∗ = exp (∓ iπj
∗

2m−l
) = exp (∓iπαm−l(j)) =W ∗(j)

ここで ∓はフーリエ変換，及び逆変換に対応している。したがって手続き（3.28）によって

W ∗(0) = 1, W ∗(1) = ∓i

W ∗(2p) =
√
W ∗(2p−1), W ∗(2p + j) =W ∗(j)×W ∗(2p)

データがあらかじめ実部，虚部に分かれているときは，位相W ∗(j)も　W ∗(j) = c(j) + is(j)と分離して

扱う。

c(0) = 1, s(0) = 0, c(1) = 0, s(1) = ∓1

c(2p) =
√
1− c(2p−1), s(2p) = ∓

√
1− c(2p)2

c(2p + j) = c(j) · c(2p)− s(j) · s(2p), s(2p + j) = c(j) · s(2p) + s(j) · c(2p)

あらかじめ，N/2個の c(j), s(j)の表を計算しておけばよい。

以上の手続きに基づいてプログラミングしたものが以下の応用で用いているサブルーチン ’fft ’である。

FORTRANの標準関数にはビット反転が定義されていないため，上述のような少々面倒な操作が必要で

あった。データが実数の場合，偶奇性がわかっている場合など，それぞれに対応したより高速の処理が可

能である。

3.3 ＦＦＴの若干の応用

3.3.1 フーリエ級数

関数 x(t)が実関数とする。即ち x(t)∗ = x(t)とする。このとき（3.2）よりフーリエ係数は Hermite対

称 c(k)∗ = c(−k)　（∗ は複素共役）となる。したがって，ここで

ak = 2Re(c(k)) , bk = −2Im(c(k)) (3.29)

とおくと， 実関数 x(t)のフーリエ級数は

x(t) = 1
2
a0 +

∞∑
k=1

ak cos 2πkt/T +

∞∑
k=1

bk sin 2πkt/T (3.30)

となる。 また関数 x(t)の Hermite対称性 x(−t) = x(t)∗ はフーリエ係数の実数性 c(k)∗ = c(k)に対応し，

関数 x(t)の Hermite歪対称性 x(−t) = −x(t)∗ はフーリエ係数の虚数性 c(k)∗ = −c(k)に対応する。実数
かつHermite対称は偶関数 x(−t) = x(t)であり，c(k) = c(−k) = c(k)∗となり，級数はフーリエ cosine級

数となる。また実数かつ Hermite歪対称は奇関数 x(−t) = −x(t)であり，c(k) = −c(−k) = −c(k)∗ とな
り，級数はフーリエ sine級数となる。

　　離散フーリエ係数 cp(k)は周期N の周期関数だから cp(−k) = cp(N − k)であり，データの実数性，即
ちフーリエ係数の Hermite対称性は cp(N − k)∗ = cp(k), (0 ≤ k < N)となる。したがって
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実偶関数　　 x(j∆t)∗ = x(j∆t) =　 x((N − j)∆t) → cp(k)
∗ = cp(k) = cp(N − k)

実奇関数　　 x(j∆t)∗ = x(j∆t) = −x((N − j)∆t) → Im(cp(k)) = −Im(cp(N − k)), Re(cp(k)) = 0

となる。

フーリエ級数にはつぎの収束性の定理が成り立つ。

周期 T の関数 x(t)が区分的に滑らかならば， x(t)のフーリエ級数は

（１）x(t)が連続な点 tでは，x(t)に収束する。

（２）x(t)が不連続な点 tでは，

1
2
{x(t− 0) + x(t+ 0)}, −0,+0は左極限，右極限

　　　に収束する。

したがってフーリエ係数 ak, bk を得るには，まず不連続点での値をそれぞれの右極限，左極限の平均値で

定義し直しておくことが必要である。それをＦＦＴ変換し，1/N を乗じたものを c(k)とみなし，式（3.29）

にしたがって求めればよい。付録のプログラムにあるサブルーチン’fft’はフーリエ変換（3.6）に対応さ

せてあるから，1/N の代わりに
√
2πを乗じておく。

図はフーリエ係数を解析的ではなく，ＦＦＴで求め，フーリエ級数の収束の速さを調べたものである。

0

π/2

−π/2

π−π

input data
k=1
k=2
k=3
k=4

k=20

ファイル ’fseris.for ’はいくつかの例について，フーリエ級数の収束を調べるプログラムである。結果は

GNUPLOTのスクリプトファイル’fseris.txt’で表示することが出来る。以下計算例はいずれもm = 10, N =

1024を用いている。

3.3.2 相関関数

時間に対して不規則に変化する量 x(t)の τ だけずれた時間との積の平均量

C(t, τ) = E[x∗(t)x(t+ τ)]

を自己相関関数（auto-correration funtion）といい，時間間隔 τ をラグ（lag）という。平均操作Eはアン

サンブル平均だがこれを時間平均に置き換え，時刻 tに無関係とすると

C(τ) = lim
T→∞

1
T

∫ T/2

−T/2

x∗(t)x(t+ τ)dt (3.31)

−T/2 ≤ t ≤ T/2以外では 0となる関数を x(t)としそのフーリエ変換をXT (ω)とすると

C(τ) = lim
T→∞

1
T

∫ T/2

−T/2

x∗(t)
[

1√
2π

∫ ∞

−∞
XT (ω)e

iω(t+τ)dω
]
dt

= lim
T→∞

1
T

∫ ∞

−∞
XT (ω)e

iωτ
[

1√
2π

∫ T/2

−T/2

x∗(t)eiωtdt
]
dω
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だから

　 C(τ) =

∫ ∞

−∞

[
lim

T→∞

XT (ω)X
∗
T (ω)

T

]
eiωτdω (3.32)

C(0) = x̄2 だから

x̄2 =

∫ ∞

−∞

[
lim

T→∞

XT (ω)X
∗
T (ω)

T

]
dω　　 (3.33)

パワースペクトル S(ω)を

　　 S(ω) = lim
T→∞

XT (ω)X
∗
T (ω)

T
(3.34)

で定義すれば

x̄2 =

∫ ∞

−∞
S(ω)dω (3.35)

を満たし，

C(τ) =

∫ ∞

−∞
S(ω)eiωτdω (3.36)

S(ω) = 1
2π

∫ ∞

−∞
C(τ)e−iωτdτ (3.37)

となる。すなわち相関関数とパワースペクトルはフーリエ変換で結びついている。この関係をWiener-

Khintchineの公式という。

図は矩形パルスをＦＦＴ変換及び逆変換によってどの程度再現できるかを示したものである。
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下の図は矩形パルスの自己相関関数とパワースペクトルをＦＦＴで求めたものである。
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ファイル’fftm.for’は各いくつかの関数型データに対するＦＦＴ変換と，自己相関，パワースペクトルを求
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めるプログラムである。各結果はGNUPLOTでスクリプトファイル’fftm.txt’をロードして表示すること

が出来る。変域パラメータは変更を要す。

3.3.3 ランダム波のシミュレーション

パワースペクトル

S(ω) = 2AB
[

1
B2 + (ω + ω0)

2 + 1
B2 + (ω − ω0)

2

]
を持つランダム波を生成してみよう。（日野幹雄　スペクトル解析より）

　ランダム波 x(t)を位相のでたらめな非常に多くの周期波の重ね合わせと考えて

x(t) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
X(ω)eiωtdt = 1√

2π

∫ ∞

−∞
|X(ω)|ei(ωt+θ(ω))dt

ここに θ(ω) は 0 ≤ θ(ω) < 2π の一様乱数である。パワースペクトル S(ω) とフーリエ成分 X(ω) とは

S(ω) = X(ω)X∗(ω)/T だから

|X(ω)| =
√
T · S(ω)

したがって

x(t) = 1√
2π

∫ ∞

−∞

√
T · S(ω)eiθ(ω)eiωtdt

となる。例として，A = 1.0, B = 0.5, ω0 = 0.4π の計算結果を示す。ランダム波として，実部，虚部のい

ずれも用いることが出来る。

U0

0

0 l

fft real part
fft imaginary part 

0

1

2

3

4

5

6

0 0.5 1 1.5 2

asumed power spectrum
calculated power spectrum 

3.3.4 積分方程式

合成積（たたみ込み）を

f ∗ g =

∫ ∞

−∞
f(t− τ)g(τ)dτ

で定義するとそのフーリエ変換は

F{f ∗ g} =
√
2πF{f}F{g}

となる（合成積定理）。
√
2πはフーリエ変換の定義を式（3.9）で定義したときでてくる係数である。積分

方程式

x(t) +

∫ ∞

−∞
g(t− τ)x(τ)dτ = f(t)
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は各関数 x(t), g(t), f(t)のフーリエ変換をX(ω), G(ω), F (ω)とすると

X(ω) +
√
2πG(ω)X(ω) = F (ω)

となる。したがって

X(ω) =
F (ω)

1 +
√
2πG(ω)

となり，解 x(t)はその逆変換によって求められる。

同様に ∫ ∞

−∞
g(t− τ)x(τ)dτ = f(t)

も解ける。

例題として積分方程式 ∫ ∞

−∞

x(τ)

(t− τ)2 + a2
dτ = 1

t2 + b2
(0 < a < b)

を考える。フーリエ変換でもとめた積分公式∫ ∞

0

cosωx
x2 + a2

dx = π
2a
e−a|ω|

を用いると

F{ 1
x2 + a2

} = 1√
2π

∫ ∞

−∞

e−iωξ

ξ2 + a2
dξ =

√
2
π

∫ ∞

0

cosωξ

ξ2 + a2
dξ =

√
π
2
1
ae

−a|ω|

だから，積分方程式の両辺のフーリエ変換

√
2πF{x}F{ 1

t2 + a2
} = F{ 1

t2 + b2
}

にこれらを代入し，これを解くと

F{x} = X(ω) = 1√
2π

a
b
e−(b−a)|ω|

となる。逆変換して

x(t) =

√
2
π

∫ ∞

0

X(ω) cosωtdω = a
bπ

∫ ∞

0

e−(b−a)ω cosωtdω

（積分はラプラス変換公式を使おう）。したがって解析解は

x(t) =
(b− a)a

bπ(t2 + (b− a)2　)

となる。一方，ＦＦＴによってF{ 1
t2 + a2

},F{ 1
t2 + b2

}のフーリエ変換を数値的に求め，その商からX(ω)

を計算し，これをまたＦＦＴによって逆変換して x(t)を数値的に求めることができる。図は a = 1, b = 2

の場合について解析解とＦＦＴによる数値解を比較したものである。
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3.3.5 音声分析

マイクによる音声は ’ *.wav’形式で保存される。図はこれをテキスト形式に変換したものをプロットし

たものである。サンプリング周波数は 22050Hz,約 0.2秒の音声データである。データ数がm=12，n=4096

に対して不足するが，不足分は０を付加して処理すればよい。これをＦＦＴ変換して周波数分析が出来る。

したがって，各種の加工（フィルタなど）を行い，音声に逆変換することもできる。ファイル’fftm3.for’

と’fftm3.txt’は音声のテキストファイルのＦＦＴ変換，逆変換を行うプログラムとその結果の図示のプロ

グラムです。
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spectrum

spectrum

（注．waveファイルとテキストファイルの相互変換は何種類かのフリーウエアが出回っていますから，

これを利用すればよい。ファイル’high.txt’に（周波数，実部，虚部，　）のデータが与えてあります。音

声に変換してみて下さい。）
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第4章 付録２－座標変換と２階偏微分方程式の
表現

4.1 積分公式

３次元積分に関するいくつかの公式を列挙しておく。

A, (Ai(x), i = 1, 2, 3)を３次元 (x = (x1, x2, x3))の境界 Sで囲まれた領域 V で連続な１階導関数を持つ関

数とする。境界 S での領域 V から外向きの法線方向の単位ベクトルを n，dS = ndS とする。

∂
∂n

=

3∑
i=1

ni
∂
∂xi

(4.1)

は S の外向きの法線 nの方向の微分演算子を表す。

関数 uの傾き grad uを

grad u = ∂u
∂x1

e1 + ∂u
∂x2

e2 + ∂u
∂x3

e3, すなわち (grad u)i =
∂u
∂xi

, (i = 1, 2, 3) (4.2)

ベクトルの発散 divAを

divA =
∂A1

∂x1
+
∂A2

∂x2
+
∂A3

∂x3
(4.3)

ベクトルの回転 rotAを

rotA = (
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
)e1 + (

∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1
)e2 + (

∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2
)e3 (4.4)

すなわち

(rotA)i =
∂Ak

∂xj
− ∂Aj

∂xk
, (i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) (4.5)

とする。Laplace の演算子（ラプラシアン）∆を

∆ = div grad = ∂2

∂x21
+ ∂2

∂x22
+ ∂2

∂x23
(4.6)

とする。つぎの一連の公式が成り立つ（証明はたとえば「微積分」先浜敬一著，学術図書出版を参照して

下さい）。

∫ ∫ ∫
V

3∑
i=1

∂Ai

∂xi
dv =

∫ ∫
S

3∑
α=1

AαnαdS（ガウスの積分公式） (4.7)

あるいはベクトル記法では∫ ∫ ∫
V

divAdv =

∫ ∫
S

A · dS（ガウスの積分公式） (4.8)
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∫ ∫ ∫
V

(ϕ∆ψ − ψ∆ϕ)dv =

∫ ∫
S

(ϕ
∂ψ
∂n
− ψ∂ϕ

∂n
)dS（Green の公式） (4.9)

空間内の曲面 S上での法線ベクトル n，曲面 Sを囲む曲線Cに沿う単位接線ベクトルを t，線素を ds = tds

とし (i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)とすると∫ ∫
S

3∑
i

(
∂Ak

∂xj
− ∂Aj

∂xk
)nidS =

∮
C

3∑
α=1

Aαtαds（Stokes の公式） (4.10)

あるいはベクトル記法では ∫ ∫
S

rotA · dS =

∮
C

A · ds (Stokes の公式) (4.11)

4.2 曲線座標

　座標変換 (x1, x2, x3)←→ (ξ1, ξ2, ξ3)を考える。

x1 = x1(ξ1, ξ2, ξ3), x2 = x2(ξ1, ξ2, ξ3), x3 = x3(ξ1, ξ2, ξ3) (4.12)

とすると，

dxi =
∂xi
∂ξ1

dξ1 +
∂xi
∂ξ2

dξ2 +
∂xi
∂ξ3

dξ3 =
3∑

α=1

∂xi
∂ξα

dξα, (i = 1, 2, 3) (4.13)

となるが，逆に (ξ1, ξ2, ξ3)が (x1, x2, x3)で一意的に表されるための条件は

det(
∂xi
∂ξα

) ̸= 0 (4.14)

となる。デカルト座標の基本単位ベクトルを {ei, i = 1, 2, 3}，微小変位 drを

dr = e1dx1 + e2dx2 + e3dx3 = g1dξ1 + g2dξ2 + g3dξ3 (4.15)

と表したとき，式（4.13）を代入して

gα =

3∑
i=1

∂xi
∂ξα

ei, (α = 1, 2, 3) (4.16)

ξα 方向の単位ベクトルは gα/gα である。微小体積要素 dV は

dV = dx1dx2dx3 = |g1dξ1 · (g2dξ2 × g3dξ3)| = |g1 · (g2 × g3)|dξ1dξ2dξ3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1
∂ξ1

∂x1
∂ξ2

∂x1
∂ξ3

∂x2
∂ξ1

∂x2
∂ξ2

∂x2
∂ξ3

∂x3
∂ξ1

∂x3
∂ξ2

∂x3
∂ξ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dξ1dξ2dξ3 (4.17)

ξαが一定の曲面を座標面，座標面の交線を座標線という。すべての座標面（同じことだが座標線）が直

交する曲線座標は直交するという。よって直交曲線座標系 (ξ1, ξ2, ξ3)は

3∑
i=1

∂xi
∂ξα

∂xi
∂ξβ

= 0, (α, β = 1, 2, 3, α ̸= β) (4.18)
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となる。また

gα =

√(
∂x1
∂ξα

)2

+

(
∂x2
∂ξα

)2

+

(
∂x3
∂ξα

)2

, (α = 1, 2, 3) (4.19)

である。(g1, g2, g3)は Laméのパラメータとよばれる。微小体積要素 dV は

dV = dx1dx2dx3 = g1g2g3dξ1dξ2dξ3 (4.20)

となる。

つぎに各微分演算子を曲線座標で表す。

grad u = ∂u
∂x1

e1 + ∂u
∂x2

e2 + ∂u
∂x3

e3 = ∂u
∂ξ1

g1

g21
+ ∂u
∂ξ2

g2

g22
+ ∂u
∂ξ3

g3

g23
(4.21)

すなわち

(grad u)α = 1
gα

∂u
∂ξα

, (α = 1, 2, 3)

点 (ξ1, ξ2, ξ3), (ξ1 +dξ1, ξ2 +dξ2, ξ3 +dξ3)を対角線の頂点とする微小平行６面体の体積を V とする。ベク

トルAにガウスの公式（4.7）を適用して

∫ ∫ ∫
V

3∑
i

∂Ai

∂xi
dv

=
3∑

α=1

∫ ∫
S(ξα)

Aα(ξα)× (−1)dS

+

3∑
α=1

∫ ∫
S(ξα+dξα)

Aα(ξα + dξα)× (+1)dS
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(ξ1, ξ2, ξ3)
dξ1

dξ2
dξ3

(ξ1 + dξ1, ξ2 + dξ2, ξ3 + dξ3)

平均値の定理を適用すると

3∑
i

∂Ai

∂xi
V = −

3∑
α=1

Aα(ξα)S(ξα) +
3∑

α=1

Aα(ξα + dξα)S(ξα + dξα)

=
3∑

α=1

∂(AαS(ξα))
∂ξα

dξα +O(|dr|2)

V = g1g2g3dξ1dξ2dξ3, S(ξα) = gβgγdξβdξγ , (α, β, γ) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)として，V → 0では

divA =
∂A1

∂x1
+
∂A2

∂x2
+
∂A3

∂x3

= 1
g1g2g3

[
∂
∂ξ1

(g2g3Aξ1) +
∂
∂ξ2

(g3g1Aξ2) +
∂
∂ξ3

(g1g2Aξ3)

]
(4.22)

つぎに，同様に点 (ξ1, ξ2, ξ3), (ξ1 + dξ1, ξ2 + dξ2, ξ3 + dξ3)を対角線の頂点とする微小平行６面体の側面の

うち，点 (ξ1, ξ2, ξ3)を頂点とする ξαに垂直な微小面を考える。ベクトルAに Stokesの公式（4.10）を適

用して

(rotA)αS(ξα) = Aβgβdξβ +Aγgγdξγ + ∂
∂ξβ

(Aγgγdξγ)dξβ

−Aβgβdξβ − ∂
∂ξγ

(Aβgβdξβ)dξγ −Aγgγdξγ

= ∂
∂ξβ

(Aγgγ)dξγdξβ − ∂
∂ξγ

(Aβgβ)dξβdξγ
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したがって

(rotA)α = 1
gβgγ

{
∂
∂ξβ

(gγAγ)− ∂
∂ξγ

(gβAβ)

}
, (α, β, γ) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) (4.23)

が得られる。

また式（4.22）で

Ai =
∂u
∂xi

, (i = 1, 2, 3) すなわち A = grad u

のとき，

Aα = 1
gα

∂u
∂ξα

, (α = 1, 2, 3)

だから，

∆u = div grad u = ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

+ ∂2u
∂x23

= 1
g1g2g3

[
∂
∂ξ1

(
g2g3
g1

∂u
∂ξ1

) + ∂
∂ξ2

(
g3g1
g2

∂u
∂ξ2

) + ∂
∂ξ3

(
g1g2
g3

∂u
∂ξ3

)

]
(4.24)

また平面上（２次元）直交座標では

∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

= 1
g1g2

[
∂
∂ξ1

(
g2
g1

∂u
∂ξ1

) + ∂
∂ξ2

(
g1
g2

∂u
∂ξ2

)

]
(4.25)

となる。

よく使う曲線座標を示す。

円柱座標

x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = z (r ≥ 0) (4.26)

gr = 1, gϕ = r, gz = 1

∆ = 1
r
∂
∂r

(r ∂
∂r

) + 1
r2

∂2

∂ϕ2
+ ∂2

∂z2
(4.27)

極座標

x1 = r sin θ cosϕ, x2 = r sin θ sinϕ, x3 = r cos θ (r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π) (4.28)

gr = 1, gθ = r, gϕ = r sin θ

∆ = 1
r2

∂
∂r

(r2 ∂
∂r

) + 1
r2 sin θ

∂
∂θ

(sin θ ∂
∂θ

) + 1
r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(4.29)

２次元極座標

x1 = r cos θ, x2 = r sin θ (r ≥ 0) (4.30)

gr = 1, gθ = r

∆ = 1
r
∂
∂r

(r ∂
∂r

) + 1
r2

∂2

∂θ2
(4.31)
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4.3 ２変数の２階偏微分方程式－双曲型，放物型，楕円型

　コリャコフ，グリニェル，スミルノフ「偏微分方程式」にしたがって２変数の２階偏微分方程式の分

類を行う。

　次の uについての偏微分方程式を考える。

A∂
2u
∂x2

+ 2B ∂2u
∂x∂y

+ C ∂
2u
∂y2

+ F (x, y, u, ∂u
∂x
, ∂u
∂y

) = 0 (4.32)

係数A,B,C が x, yの関数のとき偏微分方程式は半線形といい，ここでは２回連続微分可能な関数とする。

以下で A,B,C によって偏微分方程式（4.32）が３つの型に分類できることを示す。

独立変数 x, yを ξ, ηに変換する。

　　ξ = ϕ1(x, y) , η = ϕ2(x, y)　 (4.33)

ϕ1, ϕ2 は２回連続微分可能で，Jacobi行列式は

D(ϕ1, ϕ2)

D(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1
∂x

∂ϕ1
∂y

∂ϕ2
∂x

∂ϕ2
∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 (4.34)

を満たすと仮定する。これは逆変換（ξ, η → x, y）が存在する条件である。

　∂u
∂x

= ∂u
∂ξ

∂ξ
∂x

+ ∂u
∂η

∂η
∂x
, 　∂u

∂y
= ∂u
∂ξ

∂ξ
∂y

+ ∂u
∂η

∂η
∂y

∂2u
∂x2

= ∂2u
∂ξ2

(
∂ξ
∂x

)2 + 2 ∂
2u

∂ξ∂η
∂ξ
∂x

∂η
∂x

+ ∂2u
∂η2

(
∂η
∂x

)2 + ∂u
∂ξ

∂2ξ

∂x2
+ ∂u
∂η

∂2η

∂x2

∂2u
∂y2

= ∂2u
∂ξ2

(
∂ξ
∂y

)2 + 2 ∂
2u

∂ξ∂η
∂ξ
∂y

∂η
∂y

+ ∂2u
∂η2

(
∂η
∂y

)2 + ∂u
∂ξ

∂2ξ

∂y2
+ ∂u
∂η

∂2η

∂y2

∂2u
∂x∂y

= ∂2u
∂ξ2

∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

+ ∂2u
∂ξ∂η

(
∂ξ
∂x

∂η
∂y

+
∂ξ
∂y

∂η
∂x

) + ∂2u
∂η2

∂η
∂x

∂η
∂y

+ ∂u
∂ξ

∂2ξ
∂x∂y

+ ∂u
∂η

∂2η
∂x∂y


(4.35)

（4.35）を （4.32）に代入して

Ã(ξ, η)∂
2u
∂ξ2

+ 2B̃(ξ, η) ∂
2u

∂ξ∂η
+ C̃(ξ, η)∂

2u
∂η2

+ F̃ (ξ, η, u, ∂u
∂ξ
, ∂u
∂η

) = 0 (4.36)

ただし

Ã(ξ, η) = A(
∂ξ
∂x

)2 + 2B
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

+ C(
∂ξ
∂y

)2

B̃(ξ, η) = A
∂ξ
∂x

∂η
∂x

+B(
∂ξ
∂x

∂η
∂y

+
∂ξ
∂y

∂η
∂x

) + C
∂ξ
∂y

∂η
∂y

C̃(ξ, η) = A(
∂η
∂x

)2 + 2B
∂η
∂x

∂η
∂y

+ C(
∂η
∂y

)2


(4.37)
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ここで次の量を計算してみる。

B̃2 − ÃC̃ = A2(
∂ξ
∂x

∂η
∂x

)2 +B2(
∂ξ
∂x

∂η
∂y

+
∂ξ
∂y

∂η
∂x

)2 + C2(
∂ξ
∂y

∂η
∂y

)2

+2AB
∂ξ
∂x

∂η
∂x

(
∂ξ
∂x

∂η
∂y

+
∂ξ
∂y

∂η
∂x

) + 2BC
∂ξ
∂y

∂η
∂y

(
∂ξ
∂x

∂η
∂y

+
∂ξ
∂y

∂η
∂x

) + 2AC
∂ξ
∂x

∂η
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂y

−
{
A2(

∂ξ
∂x

)2(
∂η
∂x

)2 + 4C
∂ξ
∂x

∂η
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂y

+ C2(
∂ξ
∂y

)2(
∂η
∂y

)2

+2AB(
∂ξ
∂x

)2
∂η
∂x

∂η
∂y

+AC(
∂ξ
∂x

)2(
∂η
∂y

)2 + 2BC(
∂η
∂y

)2
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

+2AB(
∂η
∂x

)2
∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

+AC(
∂ξ
∂y

)2(
∂η
∂x

)2 + 2BC(
∂ξ
∂y

)2
∂η
∂x

∂η
∂y

}
= (B2 −AC)( ∂ξ

∂x
∂η
∂y
− ∂ξ
∂y

∂η
∂x

)2 (4.38)

よってB2−AC の符号は変数変換によって変わらない。したがって以下に ϕ1, ϕ2を適当に選ぶことによっ

て，つぎのいずれかにすることができる。

場合（１）Ã = 0, C̃ = 0 · · ·双曲型方程式
場合（２）Ã = 0, B̃ = 0 · · ·放物型方程式
場合（３）Ã = C̃, B̃ = 0 · · ·楕円型方程式

B2 −AC の符号は領域全体で一定とする。
次の一階の微分方程式を考える。

A(
∂ϕ
∂x

)2 + 2B
∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

+ (
∂ϕ
∂y

)2 = 0 (4.39)

[　場合　１] （双曲型方程式）
B2 −AC > 0とする。A = C = 0はこの場合の結論になるから，A ̸= 0と仮定する。（4.39） は

{A∂ϕ
∂x

+ (B +
√
B2 −AC ∂ϕ

∂y
} {A∂ϕ

∂x
+ (B −

√
B2 −AC ∂ϕ

∂y
} = 0

と書け

A
∂ϕ
∂x

+ (B +
√
B2 −AC)∂ϕ

∂y
= 0 (4.40)

A
∂ϕ
∂x

+ (B −
√
B2 −AC)∂ϕ

∂y
= 0 (4.41)

（4.40）（4.41）の解は（4.39）の解である。いま（4.40）（4.41）を解くため

dx
A

=
dy

B +
√
B2 −AC

, dx
A

=
dy

B −
√
B2 −AC

あるいは

Ady − (B +
√
B2 −AC) = 0 (4.42)

Ady − (B −
√
B2 −AC) = 0 (4.43)

を作る。今（4.42）（4.43）の積分を

ϕ1(x, y) = const. , ϕ2(x, y) = const. (4.44)

とする。このとき（4.44）は（4.40），（4.41）すなわち（4.39）の解である。
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(4.44) より
∂ϕ1

∂x
dx+

∂ϕ1

∂y
dy = 0

(4.42) と比較して

A
∂ϕ1

∂x
+ (B +

√
B2 −AC)

∂ϕ1

∂y
= 0

即ち ϕ1 は（4.40）の解である。

曲線（4.44）は方程式（4.32）の特性曲線，方程式（4.39）は特性方程式という。

（4.33）の ξ, ηを

ξ = ϕ1(x, y) , η = ϕ2(x, y) (4.45)

とおくと（4.37）によって Ã = C̃ = 0.

また B̃ は（4.34）（4.38）によって領域全体で 0でないから 2B̃ で割ると（4.36）は

∂2u
∂ξ∂η

= F̃1(ξ, η, u,
∂u
∂ξ
, ∂u
∂η

)（双曲型方程式の第１の標準形） (4.46)

もし（4.32）が関数 uおよび１階導関数について線形とすると，変換された方程式も線形となる。

∂2u
∂ξ∂η

+ a(ξ, η)∂u
∂ξ

+ b(ξ, η)∂u
∂η

+ c(ξ, η)u = f(ξ, η) (4.47)

また

ξ = µ+ ν , η = µ− ν (4.48)

とおけば（4.46）は

∂2u
∂µ2 −

∂2u
∂ν2

= Φ(µ, ν, u, ∂u
∂µ

, ∂u
∂ν

)（双曲型方程式の第２の標準形） (4.49)

[　場合　２] （放物型方程式）
B2 − AC = 0とする。同時に（4.32）の係数が全て 0になることはないから A,C のどちらかは 0ではな

い。

A ̸= 0と仮定する。（4.40）（4.41）は一致し，

A
∂ϕ
∂x

+B
∂ϕ
∂y

= 0　 (4.50)

となる。これはまた B2 −AC = 0を考慮すると

B
∂ϕ
∂x

+ C
∂ϕ
∂y

= 0 (4.51)

とも表せる。放物型では実特性曲線は

ϕ1(x, y) = const. (4.52)

の一つしか得られない。

ξ = ϕ1(x, y) (4.53)

ϕ2(x, y)は（4.34）を満たす任意の関数をとる。

A ̸= 0　したがって
∂ϕ1
∂y
̸= 0だから

　ϕ2(x, y) = x (4.54)
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ととることが出来る。このとき A ̸= 0であり

B̃ = (A
∂ϕ1
∂x

+B
∂ϕ1
∂y

)
∂ϕ2
∂x

+ (B
∂ϕ1
∂x

+ C
∂ϕ1
∂y

)
∂ϕ2
∂y

= 0

となる。一方（4.34）を用いると C̃ は

C̃ = 1
A
(A
∂ϕ2
∂x

+B
∂ϕ2
∂y

)2 ̸= 0

となる。

　なぜなら，A
∂ϕ1

∂x
+B

∂ϕ1

∂y
= 0 より

(A
∂ϕ2

∂x
+B

∂ϕ2

∂y
)
∂ϕ1

∂y
= A

∂ϕ1

∂y
∂ϕ2

∂x
+B

∂ϕ2

∂y
∂ϕ1

∂y

= A
∂ϕ1

∂y
∂ϕ2

∂x
−A

∂ϕ1

∂x
∂ϕ2

∂y
= A(

∂ϕ1

∂y
∂ϕ2

∂x
− ∂ϕ1

∂x
∂ϕ2

∂y
) ̸= 0

したがって（4.36）は
∂2u
∂η2

= F̃2(ξ, η, u,
∂u
∂ξ
, ∂u
∂η

)（放物型方程式の標準形） (4.55)

もし（4.32）が線形ならば

∂2u
∂η2

+ a1(ξ, η)
∂u
∂ξ

+ b1(ξ, η)
∂u
∂η

+ c1(ξ, η)u = f1(ξ, η) (4.56)

[　場合　３] （楕円型方程式）
B2 −AC < 0とする。このとき実特性曲線は存在しない。ϕ1.ϕ2 を（4.39）の複素共役な解として

ξ + iη = ϕ1(x, y) , ξ − iη = ϕ2(x, y) (4.57)

とおく。ϕ1(x, y) = ξ + iηを（4.39）に代入して

A(
∂ξ
∂x

)2 + 2B
∂ξ
∂x

∂η
∂y

+ C(
∂ξ
∂y

)2 −A(∂η
∂x

)2 − 2B
∂η
∂x

∂η
∂y
− C(∂η

∂y
)2

+2i{A∂ξ
∂x

∂η
∂x

+B(
∂ξ
∂x

∂η
∂y

+
∂ξ
∂y

∂η
∂x

) + C
∂ξ
∂y

∂η
∂y
} = 0

これより

A(
∂ξ
∂x

)2 + 2B
∂ξ
∂x

∂η
∂y

+ C(
∂ξ
∂y

)2 = A(
∂η
∂x

)2 + 2B
∂η
∂x

∂η
∂y

+ C(
∂η
∂y

)2

A
∂ξ
∂x

∂η
∂x

+B(
∂ξ
∂x

∂η
∂y

+
∂ξ
∂y

∂η
∂x

) + C
∂ξ
∂y

∂η
∂y

= 0

したがって

Ã = C̃ , B̃ = 0

これより（4.36）は

∂2u
∂ξ2

+ ∂2u
∂η2

= F̃3(ξ, η, u,
∂u
∂ξ
, ∂u
∂η

)（楕円型方程式の標準形） (4.58)

（4.32）が線形ならば

∂2u
∂ξ2

+ ∂2u
∂η2

+ a2(ξ, η)
∂u
∂ξ

+ b2(ξ, η)
∂u
∂η

+ c2(ξ, η)u = f2(ξ, η) (4.59)
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4.4 分類の例

例１. x2 ∂
2u
∂x2
− y2 ∂

2u
∂y2

= 0 (x > 0, y > 0)

B2 −AC = x2y2 > 0だから双曲型，特性方程式は

xdy + ydx = 0 , xdy − ydx = 0, 積分して xy = c1 ,
y
x = c2

よって ξ = xy , η =
y
x と変換すると，方程式は

∂2u
∂ξ∂η

− 1
2ξ
∂u
∂η

= 0 (ξ > 0, η > 0)

となる。

例２. 2∂
2u
∂x2

+ ∂2u
∂x∂y

− 6∂
2u
∂y2

= 0

B2 −AC = (1
2
)2 + 12 = 49

4
> 0だから双曲型，特性方程式は

dx
2

=
dy

1
2
+ 7

2

, dx
2

=
dy

1
2
− 7

2

, 積分して 2x− y = c1, 3x+ 2y = c2

したがって　 ξ = 2x− y , η = 3x+ 2y　とおくと， 方程式は

∂2u
∂ξ∂η

= 0

よって一般解は

u = ϕ(ξ) + ψ(η) = ϕ(2x− y) + ψ(3x+ 2y)

例３. ∂2u
∂x2

+ 2x ∂2u
∂x∂y

+ x2 ∂
2u
∂y2

= 0

B2 −AC = x2 − x2 = 0だから放物型。特性方程式は

dx
1

=
dy
x , y − x2

2
= c

したがって新しい変数を ξ = y − x2

2
, η = x とおくと方程式は

∂u
∂ξ

= ∂2u
∂η2

となる。
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