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[このメモについて]
　熱学は熱現象のマクロな認識に関わる学問です。現象のミクロなプロセスや原因を捨象して，そ

れらによらず成立する一般的法則が対象です。その意味で物理学の各分野を横断的に支配する法則

でもあります。したがって各分野の法則は常に熱学によってチェックをうけます。熱学だけで扱え

る分野もありますが，多くの場合，他の各分野の更なる発展の中でその有効性が現れてきます。

　熱学は有用であるだけでなく非常におもしろい学問ですが，基本法則が不等式で表現されるとい

う特異な形式を持っており，理解が霧の中に包まれたままということが起こりがちです。

このメモでは基礎科学としての熱学をできるだけ具体的な現象と結びつけて展開しようと心がけま

した。しかし，力不足その他の制約で展開不十分となっています。私は

　テルハール，ヴェルゲランド「基礎熱力学」柏村昌平訳，岩波書店　

に多くを学び，このメモにも随所にその影響が現れています。諸君にも一読を期待します。

　このメモでは仕事をテキストと逆の向きに定義しました。深い意味はありませんが，習慣に従っ

たまでのことです。

　いろいろ不備や問題点があろうと思います。ご指摘いただければ幸いです。随時講義を進めてい

く中でも改善できればと思います。

　なお，このメモには演習問題が別ファイルで付いています。ぜひ全ての問題に取り組んで下さい。

ただし，主にこのメモの前半部分に対応したものです。解答編は非公開です。

　このメモはＰＤＦ ファイルで提供していますが，無用なプリントはできるだけ避けるようお願い

します。

　 [追記]

　２００７年度用にも大幅な改定は行わなかった。今年度も，教材というより，どちらかというと，

授業の進め方を大幅に変更するつもりである。文章から正確に論理的構造を把握する，ということ

に重点を置いて授業を進めたい。見かけ上授業は速くなるが，十分な資料を提供するから，それぞ

れの段階でしっかり復習して次の授業に望んで欲しい。すべての学問がそうであるように，学習者

は汗をかかなくして理解は不可能である。そのうえで，今学んだことがすぐ理解できるなどの甘い

幻想はすてて，半期一緒に苦闘しよう。本当の理解はその後じんわりと進むはずだ。
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第1章 序論－エネルギーの交換

　この章は，熱学の準備であり，主に初めて物理学を学習する人を対象に力学と初等的な気体分子運動

論 (Kinetic Thery of Gases)を通してエネルギー交換を例示したものです。力学は物理学の最も基本的な部

分を構成しています。しかし熱学はこうした微視的な視点を基礎に成立しているのではなく，エネルギー

についての概括的な論点から展開されるものです。

1.1 仕事

　仕事は何かの代償なしには行えない。ただ物を支えたり，そこに物があったりしただけでは仕事には

ならない。また手ぶらで力を加えないで移動させただけでは何も得られない。物理学では仕事を明確に定

義する。すなわち，仕事を「加えた力×移動距離」とする。　ところが，力を加えた方向と移動した方向
が垂直であれば何らかの成果が得られたとは思えない。したがって，移動方向と力の方向の関係も仕事に

欠かせない要素になる。よって力と移動方向が平行でない場合も含め，

　 (仕事) = (加えた力 )×(力の方向への移動距離)

と定義する。力 f や移動距離 xは大きさ，方向，向きを持っており，ベクトルと呼ばれる量である。

............................
............................

............................
............................

............................
....................................................f

ベクトル　
...................................................................................................................................................................................................................................... .............

.................................................................................................................................................................. .............
........................

.....................
.....................
.....................
.....................
.....................
.....................
.....................
..........................
................ .............
.............
.............
.............
.......

f

fx
xθ

f · x ≡ fx cos θ

内積　

ベクトル量は単に f と書かれることもあるが，ベクトル量であることを明確に表現するため肉太（ゴシッ

ク）の f あるいは f⃗ と表記する事が多い。ここでは以後 f の記号を用いることにする。そのとき，ベクト

ル f の大きさを f = |f |と表す。また a，bの内積を a · bと書くことにする。
　仕事を記号W で表すと

W = f · x = fxx = fx cos θ (1.1)

と定義できる。θ（シータ)は力 f と移動 xとの角度である。fx = f cos θは力 f の移動 xの方向の射影（分

力）である。内積の性質から仕事の定義を x · f としても同じである。力 f が作用した状態で作用された

ものが微小な移動 drをしたとき，力がした仕事は

dW = f · dr

となる。

ここで微小な移動を drとしたのは，ある基点（原点）Oからの相

対的な位置を表すベクトル（位置ベクトル）を普通 rとするので，

その微小変位は drと表せるからである。記号 dはその後に続く量

の変化量（微少量）を表す。 ....................
.....................
.....................
....................
.....................
.....................
....................
.....................
..................................
................ ........................................................... ...............

.

O

r
dr
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いま机の上の物体を点Ａから点Ｂまで移動させるとする。摩擦力に逆らって力を加えなければならない。

摩擦力の大きさはいつも同じとすると，ＡからＢまでの移動にはその道のりに比例した仕事をしなければ

ならない。
Ａ点から出発して，途中Ｃ点を経由してＢ点まで物体を移動させる

とき，直線的にＡ点からＢ点まで移動させるより多くの仕事をしな

ければならない。すなわち仕事は始点（Ａ点）と終点（Ｂ点）だけ

で決まるのでなく，途中の経路によって変わるような物理量である。 ................
.................
...................
.......................
...............................

..........................................................................................................................................................

.................................................................................
.................................................................................

.................................................................................................................................... .............
...

.................................................................... ..............
..

A

B

C

f

f

こうした物理量の微小変化を意識的に表現するため d--W の記号を用いる。

d--W = f · dr (1.2)

　簡単な例で考える。

質量 10kgの物体を 5m持ち上げるとする。　このとき力 f は上向きで，大きさは 10kgの物体を地上で支

えるのと同じ大きさである。ゆっくり，時間をかけてもちあげればよい。移動 xは鉛直上方へ 5mである。

したがってこのときの仕事は

W = f · x = fx = 10kg重× 5m = 50kg重m

となる。力の単位を kg重で表したが，これでは統一的な議論に不自由するので，物理ではいまではMKS

単位系（ＳＩ単位系）に統一されている。力学の法則より，物体の速度を変化させるためには力が必要で

ある。このことを逆に利用して力の単位を定めることにしている。

　「1kgの質点（物体）に 1m/s2 の加速度を与える力を 1N（Newton,ニュートン）」

と約束する。すなわち「　 1N = 1kgm/s2　」である。地上では静止していた物体の支えをはずすと，毎

秒毎秒 9.8mの加速度（重力加速度）で落下する，すなわち重力加速度を gとすると，g=9.8m/s2である。

物体を地上で支えるということは，それが落下しないように gと同じ上向きの加速度を与え続けているこ

とになる。したがって

　 「１ kg重=9.8kgm/s2=9.8N 」

となる。力のMKS単位，N（ニュートン）に対応して仕事の単位は J（Joule,ジュール）が用いられる。

すなわち，

「1Nの力で 1m移動させる仕事を 1J」　（1J = 1N× 1m）

と定義する。そうすると，「　 1kg重m=9.8J　」となる。

よって質量 10kgの物体を 5m持ち上げるのに必要な仕事は

W = 50kg重m = 50× 9.8J = 490J

となる。

いま質量 10kgの物体が基準の地上から 5mの高さのところにあ

るとする。物体は重力に逆らって 490Jの仕事をされてその位置

まで引き上げられた。逆にこの物体は定滑車などを使って，限

りなく 10kgに近い物体を 5mまで引き上げることができる。し

たがって地上 5m にある質量 10kg の物体は仕事をする能力を

持っている。一般に仕事をする能力をエネルギーという。地上

5mの物体は基準面に対する相対的な位置によってエネルギーを

持っているから，位置エネルギーという。すなわち，地上 5mの

10kgの物体は 490Jの位置エネルギーを持っていることになる。

..........................................................................................................................
.................
..............
.............
.............
..............
................
........................

....................................................................................................... .......................

.................................................................................................................................................................
........
..................
........
..................
........
..................
........
..................
........
..................
........
..................
........

..................................................................................................................
.............
.............
.............
.............
.............
........

...............................................................................................................................................

...............................................................................
................................

.............

................................

....................................................................................................................................................................

↑
|

5m
|
↓

............. ...........

定滑車

10kg

地面（基準面）
<10kg
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　一般に，基準面からの高さ hmのmkgの物体の位置エネルギーは　

E = mgh [J]

となる。物理学では単位を統一し，式や文字に単位を含ませた表現をする。したがって上の関係は

E = mgh (1.3)

となる。　次に高さ hｍのところから自由落下させたとき，地上では毎秒何 mの速さになっているかを

考えよう。速さは１秒当たり 9.8m/秒ずつ速くなっているから，出発後 t秒後では v = 9.8tm/秒の速さに

なっている。
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.......................................................................................
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..
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..
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t

v

v

t

v = gt

h = v × t/2
.............................................................................................................................................................................................................................
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
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................................................................................................
.............................

........................
.....................
...................
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.................
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...............
...............
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..............
.............
...

t

h

t

h = 1
2gt
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.......
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...............................................................................................................................................
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.......................................................................................
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h

x

O

t = 0
v = 0

t
v

−mg

高さ hmのとき，t秒後に地上に落下したとすると，h = 1
2
gt2 となる。このときの速さを vm/秒とする

と v = gtより 1
2
v2 = ghとなる。したがってmkgの物体の hmの高さでの位置エネルギー E = mghは

1
2
mv2 とも表される。言い換えれば E = mghの位置エネルギーは地上に落ちてきたとき 1

2
mv2 の形で表

されるエネルギーに変換されたと言ってもよい。これが物体の運動エネルギーである。高さ hmにあった物

体の位置エネルギーは何の仕事もしないで地上に落ちてきたのであり，他は何も変化はなくその位置エネ

ルギーは全て運動エネルギーに変わったと考えてもよいだろう。落下の途中では位置エネルギーの減少分

だけ運動エネルギーが増加したと考えられるから，高さ xmの時の速度を符号を含めて改めて vm/秒（下

向きの速度は負）とすると

1
2
mv2 = mg(h− x), 1

2
mv2 +mgx = mgh (1.4)

という関係が成り立つ。座標 xは地面を原点とし，鉛直上方を正の方向に選んでいる。したがって質量m

の物体に作用する重力は−mgであり，その重力に逆らって高さ xまで引き上げるのに必要な仕事はmgx，

したがって高さ xの物体に蓄えられた位置エネルギーはmgxということになる。式（1.4）は

「運動エネルギーと位置エネルギーの和は落下の途中で変化しない」

と言うことができる。これは「力学的エネルギー保存の法則」と一般化される。

　同様に伸びに比例したバネの力についても言える。

基準の長さ l0（自然の長さ）から xだけバネが伸びたとき，バネの

力は

f = −kx, k :バネ定数 (> 0)
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←− l0 −→ x

f

負の符号がついているのはバネの力は伸び xの方向と逆に作用するからである。バネの力に逆らってバネ

を x = 0から xまで伸ばすのに必要な仕事は 1
2
kx2 であるから，バネの先端につけられた質点の基準点に

対するエネルギーは 1
2
kx2 である。したがって x0 だけ伸ばして静止していた質点の手を離すと

1
2
mv2 + 1

2
kx2 = 1

2
kx2

0　 (1.5)

が成立する。一般に重力の位置エネルギーmgxやバネのエネルギー 1
2
kx2をポテンシャルエネルギーとい

う。これらは，その位置のみによって決まるエネルギーである。
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1.2 熱エネルギー

　エネルギーの別の形態として熱エネルギーがある。温度および熱エネルギーの本性については後で考

えることにして，はじめにすでによく知っている熱現象について整理しておこう。

「水１ｇの温度を１℃上昇させるのに必要な熱エネルギーを１カロリー（cal）」

と約束する。熱エネルギーを熱量，ときには熱ということもある。同じ１ｇの物質に同じ熱量を与えても，

物質によって，また物質の状態（温度，圧力，その他の状態など）によって温度を１℃上昇させるのに必

要な熱量は違う。

　単位質量の温度を１℃上昇させるのに必要な熱量を比熱という。したがって比熱は温度，圧力，その他

の条件で変わり得る。液体の水であっても，０℃の水か，２０℃の水かによって違うし，圧力によっても

違う。しかしあまり大きな違いがないので，ここではおよその値として，１ calを用いる，すなわち水の

比熱を１ cal/℃ gとしておく。

物体を暖めることができる熱エネルギーに対して，運動エネルギーや位置エネルギーなどを力学的エネ

ルギーという。これらのエネルギーは相互に変換可能である。

図のように錘りによって水車を回し，錘りの位置エネルギー

の減少分を水の温度上昇に変えることができる。これから

　「4.1855kJが 1kcalに相当する」

ということが知れる。逆に熱せられた物体から熱を取り出し

て仕事に変える（熱機関）こともできる。こうして力学的エ

ネルギーと熱エネルギーは相互に変換できるという意味で同

等であることが知れる。
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錘り

　比熱は物質によって，また条件によって変わる。微小熱量 ∆Qを比熱 c，質量mの物体に与えたとき，

温度が∆T だけ上昇したとすると

∆Q = mc∆T (1.6)

となる。常温での水の場合 c = 1cal/℃ ·g=4.1855kJ/℃ ·kgである。
　熱エネルギーは高温部から低温部に伝わる（熱伝達）。質量m1,温度 T1 の物体（液体，固体でもよい）

と質量m2,温度 T2 の物体が接触しているとする。いま T1 < T2 とすると，接触面を通して熱 Qが流れ，

全体として温度 T3 になったとする。

物質の比熱を c[kcal/℃ · kg]とすると，m1がm2から得た熱エネルギーQは cm1(T3 − T1)，m2がm1に

与えた熱量は cm2(T2 − T3)でこれらが等しいはずだか

Q = cm1(T3 − T1) = cm2(T2 − T3)

これより T3 =
m1T1 +m2T2

m1 +m2
, Q = c

m1m2
m1 +m2

(T2 − T1)

となる。

　熱が十分伝達してもはやこれ以上変化しない状態を熱平衡状態という。熱伝達の速さは複雑で簡単では

ないが，固体の中などのように条件が一定で変化しない場合はだいたい温度勾配に比例して熱エネルギー

が流れることがわかる。したがって∆tの間に面積 Aに垂直な方向に流れる熱量∆Qはその方向の温度勾

配 dT
dx
によって

∆Q = κA× dT
dx
×∆t (フーリエの法則) (1.7)
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となる。負号（-）は熱伝達が高温部から低温部に，すなわち温度勾配と逆向きに起こることを表している。

κは熱伝導率といわれ，金属などでは大きく，ガラスや水，空気は小さくなる。気体の熱伝導の原理につ

いては (1.39)に記す。しかし，液体や気体では混合を通して熱平衡になることが多い。　以下にいくつか

の物質の熱伝導率を掲げておく。
熱伝導率 κ [ W/m·℃]

材料 κ 材料 κ 材料 κ

金属 (25℃)

アルミ 238 銅 397 金 314

鉄 79.5 鉛 34.7 銀 427

気体 (20℃)

空気 0.0234 水素 0.172 酸素 0.0238

ヘリウム 0.138 窒素 0.0234 　 　

非金属 (およそ) 　

アスベスト 0.08 ガラス 0.8 氷 2

コンクリート 0.8 ゴム 0.2 木 0.08

　毎秒１ t（1トン=1000kg）の水が 100mの高さから地面に落下しているとする。空気の抵抗などがな

く自由落下するとし，地上では運動エネルギーが全て熱に変換され，それが全て水の温度上昇に使われた

とする。

　 100m，1tの水の位置エネルギーは

　mgh = 1000kg× 9.8m/s2× 100m = 980000 J　= 980 kJ

となるが，これがすべて熱エネルギーに代わるから落下後の水は

　 　 980 /4.1855 kcal = 234.1 kcal

の熱が加えられたことになる。したがって 1kg当たりの水には

　 234.1/1000 kcal = +0.2341kcal

の熱が加えられたことになる。あるいは 1g当たりの水に対しては 0.234calの熱が加えられたことになる。

したがって水は

　 　+0.234℃の温度上昇

となる。これは意外に少なく感じられるだろう。熱エネルギーは感覚的な評価と比べて大きな量であるこ

とがわかる。

　電気では単位時間の仕事（仕事率）の単位としてワット（W）が使われる。

「　 1W　=　毎秒 1Jの仕事　= 1J/s　」

と定義される。毎秒 1tの水の 100mの高さからの落下は

　　 　 980 kJ/ 1秒　= 980 kW

に相当する。もしこれが全て水車を回し，発電機を通して電力に変換されるとすると 980kWの発電所がで

きる。これは数百世帯の電力になる。現実にはそう話はうまく行かないが。

熱は物質の温度を上昇させるが，それだけでなく物質の状態（相）も変化させる（詳細は４章）。固体，液

体，気体と変わる（相変化する）ときには熱の出入り（潜熱）がある。固体が液体へ相変化するときの変

化を融解といい，その潜熱を融解熱，液体が気体に変化することを気化，その潜熱を気化熱という。

　気体の場合，加熱の条件，すなわち体積を一定として加熱するのか，圧力を一定にして加熱するのかな

ど温度変化の条件が異なると比熱が大きく変わる。詳細は後の検討を待つことにして，以下に気体を除く

いろいろな物質の比熱と相変化の潜熱を掲げておく。
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25◦C，大気圧における比熱

（J/℃ ·kg)
物質 相 比熱

鉄 固体 448

銅 固体 387

金 固体 129

銀 固体 234

アルミ 固体 900

鉛 固体 234

真鍮 固体 380

ガラス 固体 837

エタノール 液体 2400

水銀 液体 140

水 液体 4186

融解熱および気化熱

（ ℃，J/kg　）

物質 融解点 融解熱 沸点 気化熱

ヘリウム -279.65 5.23× 103 -268.93 2.09× 104

窒素 -209.97 2.55× 104 -195.81 2.01× 105

酸素 -218.79 1.38× 104 -182.07 2.13× 105

エタノール -114 1.04× 105 78 8.54× 105

水 0.00 3.33× 105 100.00 2.26× 106

硫黄 119 3.81× 104 444.60 3.26× 106

鉛 327.3 2.45× 104 1750 8.70× 105

アルミ 660 3.97× 105 2450 1.14× 107

銀 960.80 8.82× 104 2193 2.33× 106

金 1063.00 6.44× 104 2660 1.58× 106

銅 1083 1.34× 105 1187 5.06× 106

　気体だけでなく，液体や固体でも温度変化によって体積が変化する。等方的で一様な長さ lの物質を

十分小さな温度変化∆T をさせたとき,長さが∆lだけ変化したとすると

　∆l = α′l∆T (1.8)

が成り立つ。比例定数 α′ は線膨張係数という。 α′ = 1
l
∆l
∆T

だから，α′ の単位は/℃である。同様に体

積は

∆V = αV∆T (1.9)

だけ変化する。αは体積膨張係数という。１辺の長さ l，したがって体積 V = l3 の立方体を考えれば

∆V = (V +∆V )− V = (l +∆l)3 − l3 = 3l2∆l + · · ·

となるが，∆l = lα′∆T より

∆V/V = 3∆l/l + · · · = 3α′∆T + · · ·

∆lが十分小さいから · · · の部分は無視でき，α = 3α′ が成り立つ。

　以下にいくつかの物質の膨張係数を掲げておく。

室温における線膨張係数

α′ [ (℃)−1]

材料 膨張係数 材料 膨張係数

アルミ 24× 10−6 真鍮 19× 10−6

銅 17× 10−6 普通のガラス 9× 10−6

鉛 29× 10−6 鉄 11× 10−6

室温における体積膨張係数

α [ (℃)−1]

材料 膨張係数

エタノール 1.12× 10−4

ベンゼン 1.24× 10−4

ガソリン 9.6× 10−4

0℃の空気 3.67× 10−3

1.3 衝突によるエネルギーの授受，熱平衡

　鉛直下方向に x軸を考え，t = 0で x = 0にある物体を静かに放すとする。t1後に速さ v1，t2後に速さ

v2になっていたとする。物体に作用する力は重力 f = mgで一定である。したがって ft1 = mgt1 = mv1，

同様に ft2 = mv2 となる。したがって t1 と t2 の間 t = t2 − t1 ではmv2 −mv1 = ftの関係がある。すな
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わち時間間隔 tの間に物体に力 f が作用すると，物体のmvはmv2 −mv1 だけ変化することがわかった。

mv は運動量と呼ばれる物理量で，運動する物体の運動の規模を表す量で，質量，速さ（速度）の積であ

る。同じ速さでも質量が大きいほど，また同じ質量でも速さが速いほど運動量は大きいという感覚と一致

する。速度はベクトル量だから運動量 pもベクトル量である。

p = mv

力もベクトル量であり，これを時間間隔 tだけ作用させたときf tを力積という。したがって，mv2−mv1 = ft

は重力の場合，運動量の変化は力積に等しい，ということができる。力は一般に時間とともに変化しうる。

したがって力が一定と見なしうる時間間隔∆tについて

∆p = f∆t (1.10)

といえる。これは「運動量の変化は力積に等しい」という一般的な法則にまとめられる。十分に時間間隔

を小さくし，その極限では
dp
dt

= f (1.11)

が成り立つ。これがニュートンの運動の第２法則である。順序として，力学の基礎方程式（1.11）を出発

点に力学を展開し，その後に熱学が続くのであるが，物事の認識には逆の順序もあり得て，ここでは不十

分な力学の理解の段階のもとで熱学に取り組み始めたのである。

さて，質量m1,m2 の２つの物体が速度 v1, v2 で直線上を運動しているとする。

　ここでは簡単のため１次元の運動を議論する。いま仮に物

体１が進行方向の前方にある物体２に衝突して，それぞれの

速度が v′1, v
′
2 になったとする。 ........................................

.................
........................ ........................................

.................
........................ ........................................

.................
........................ ........................................

.................
.................................................................................................... .............

... ................................................... .............
... ................................................... .............

... ................................................................................. .............
...

衝突前 衝突後
m1 m2 m1 m2v1 v2 v′1 v′2

その際，物体１は物体２から力−f を時間幅∆tの間受けたとすると，運動量の変化は力積に等しくm1v
′
1−

m1v1 = −f∆tが成り立つ。一方物体２は物体１から同じ大きさで逆向きの力 f を受け（作用反作用の法

則），運動量の変化はm2v
′
2 −m2v2 = f∆tとなる。よってm1v

′
1 −m1v1 = −(m2v

′
2 −m2v2)となる。し

たがって

m1v1 +m2v2 = m1v
′
1 +m2v

′
2 (1.12)

が成り立つ。これは衝突の前後で運動量の総和が変化しないことを表している。この法則は（1.10）ある

いは（1.11）と作用反作用の法則のみに基づいており，広汎に成り立つ。一方衝突の際，運動エネルギー

の総和はどう変化するだろうか。

　エネルギーは仕事をする能力の表現であった。衝突でそれが何も失われないとすると（位置エネルギー

は無視できるとする）
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 = 1

2
m1v

′2
1 + 1

2
m2v

′2
2 (1.13)

が成り立つことが予想される。衝突は一般に物体を変形し，音や熱の形でエネルギーを散逸する。したがっ

て（1.13）が成立するのはかなり特殊な条件が要求される。

　（1.13）と（1.12）を変形すると

m1(v
′
1 − v1)(v

′
1 + v1) = −m2(v

′
2 − v2)(v

′
2 + v2)

m1(v
′
1 − v1) = −m2(v

′
2 − v2)

となるが，v′1 ̸= v1 かつ v′2 ̸= v2 を仮定して，上段の式を下段の式で割ると

v′1 + v1 = v′2 + v2 (1.14)
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が得られる。v′1 = v1 あるいは v′2 = v2 は衝突が起こらないときに対応している。したがって衝突が発生

し，運動エネルギーが保存するとすると

e = −v′2 − v′1
v2 − v1

= 1　 (1.15)

が成立することになる。ここで eは反発係数である。
　反発係数は質点 mが不動の壁に垂直に速度 v で衝突して，衝突後速度 v′

で離れていったとき次の式で定義されるものと同じである。

e = −v′

v

速度 vと速度 v′は符号が逆であるから負号 (−)をつけてある。マジックボウ
ルのコンクリートの床との衝突では eはかなり１に近い。

....................................................................................................................................................................................................

......................................
....................................

..........................................................................

......................................................................................................
.
..............
.. .............

.............

.............

.............

...................

................衝突前 衝突後

m

v
v′

反発係数が１の時，完全弾性衝突という。したがって運動エネルギーが保存するときは完全弾性衝突し

ていることになる。勿論逆に完全弾性衝突するときは運動エネルギーの総和は衝突の前後で変化しない。

完全弾性衝突するとして，（1.12），（1.14）から衝突後の速度が求められる。

v′1 = 1
m1 +m2

{(m1 −m2)v1 + 2m2v2} (1.16)

衝突によって粒子m1 が得た運動エネルギー∆ϵ1 は

∆ϵ1 = 1
2
m1v

′2
1 −

1
2
m1v

2
1

=
4m1m2

(m1 +m2)
2

[
1
2
m2v

2
2 +

m1 −m2

2
v1v2 − 1

2
m1v

2
1

]
(1.17)

各分子はそれぞれ独立に運動している。１分子の平均運動エネルギーを ϵとすると，

ϵ = 1
2
mv2　 (1.18)

となる。
√
v2を平均２乗速度といい，平均的な速さの指標である。（1.17）を分子２について平均し，さら

に分子１について平均すると

∆ϵ1 =
4m1m2

(m1 +m2)
2 (ϵ2 − ϵ1) (1.19)

となる。分子２が容器の壁面を構成している分子であれば，平均的に分子１は壁と衝突するたびに∆ϵ1の

エネルギーを得る。もし ϵ2 > ϵ1 ならば，分子１のエネルギーは増加し，ϵ2 < ϵ1 ならば分子１のエネル

ギーは減少する。すなわち，衝突によって容器内の分子１には壁の分子の平均の運動エネルギーに近づく

方向にエネルギーが流れる。

　また分子１も分子２も同じ容器の中にある異なる種類の分子を表しているならば，分子１と分子２の衝

突は平均的にそれぞれの運動エネルギーの大きい方から小さい方へエネルギーが移る。こうして容器の中

の分子と壁面の物質を構成している分子，容器の中の分子と同じ容器の中の他の種類の分子とは，平均的

な運動エネルギーの大きい方から小さい方へエネルギーが流れ，最後に同じ平均的な運動エネルギーを持

つようになる。これは気体と壁面，２種類の気体の混合などにおいて，高温物体から低温物体への熱の流

れがあり，最後に同じ温度になることと対応している。したがって温度は平均的な分子の運動エネルギーと

深く結びついていることがわかる。温度は構成分子の運動の激しさを表現する指標だと解することができ

る（より厳密には後で再度温度を定義し直す）。こうして平均的なエネルギーの流れがなくなることを熱平

衡（thermal equilibrium）という。したがって熱平衡では温度が決定される，といえる。そこで簡単に

　　　ϵ = cT, c : constant (1.20)
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によって温度 T を決めるとする。熱平衡では異なる分子について ϵが等しく，温度が同じであるから定数

cは共通の値となる。

1.4 気体の圧力と体積

　０℃１気圧，体積 22.4m3の気体のヘリウムがある。これに含まれる分子の数をアボガドロ数N0とい

う。またこれだけの物質を 1kmolという。すなわち

N0 = 6.022× 1026kmol−1

である。いま１辺 lの立方体の容器の中にアボガドロ数 N0 の分子があるとする。
分子の質量をm，速度を (vx, vy, vz)とし，ｘ軸に垂直な面

との衝突を考える。面との完全弾性衝突として，分子の衝突

の前後でのｘ軸方向の運動量の変化は，１回の衝突で

(−mvx)−mvx = −2mvx

である。１つの面には微小時間∆tに vx∆t/2l回の衝突が起

こる。
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l
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したがってN0 個の分子について∆tの間に１つの面での運動量の変化は

−2mvx × vx∆t/2l ×N0 = −N0mv2x∆t/l

となる。「運動量の変化は力積に等しい（1.10）」から，分子が壁面から受ける力は −f = −N0mv2x/lとな

り，逆に面が分子の衝突によって受ける力 f は　

f = N0mv2x/l

となる。vx は各分子によって異なるが，分子の速さとは v2 = v2x + v2y + v2z の関係があり，平均すると，

v2 = v2x + v2y + v2z，また v2x = v2y = v2z だから v2x = v2/3となる。したがって

　 f =
N0

3
mv2/l (1.21)

となる。l3 = V は立方体の体積だから，面に対する圧力 pは

p =
f

l2
= 1

3
N0

V
mv2 (1.22)

となる。平均運動エネルギー (1.18)を用いると

pV = 2
3
N0ϵ (1.23)

となる。平均運動エネルギーは温度と（1.20）の関係があったから

pV = 2
3
N0cT

となるが，2
3
N0c = Rとおくと，Rも普遍定数であり

pV = RT 　 (1.24)
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となる。ここで Rを

　 R = 8.314× 103 J/K · kmol　 (1.25)

と定めたとき，T は絶対温度（単位は K：ケルビン）になり，摂氏温度 t℃と T [K] = 273.15 + t[℃]の関

係がある。Rはガス定数といわれている。１分子当たりの平均運動エネルギーは ϵ = cT = 3R
2N0

T となる。

Boltzmann 定数　

k = R/N0 = 1.380× 10−23 J/K (1.26)

を用いると

ϵ = 3
2
kT (1.27)

となる。1kmolの分子の運動エネルギーは

E = N0ϵ =
3
2
RT (1.28)

となる。（1.24）は平衡状態での物理量 p, V, T の関係を与えている。状態が決まると決まる量を状態量と

いう。p, V, T は状態量である。状態量の関係を与える式を状態方程式という。（1.24）は各分子が衝突し

て平衡状態に達しているが，分子の大きさを考えず全く独立に並進運動しているというモデルから導いた

p, V, T の関係であり，「理想気体の状態方程式」といわれている。

以上の議論は，気体をヘリウムと想定していたが，温度の定義式 (1.20)の中の定数 cや理想気体の状態方

程式 (1.24)に分子を区別する量（分子量など）が含まれていない。このことはアボガドロ数だけでなく，

あらためてガス定数が不変量であることを意味している。

　温度目盛りが決まった段階で，二三の事実を確認しておこう。

はじめに，圧力の単位について復習しておこう。

圧力（pressure）は単位面積を垂直に押す力だから

1Pa(Pascal) = 1N
1m2

で定義される。1Paは日常の尺度としては小さすぎるから，

1hPa(ヘクトパスカル）=100Pa, 1MPa=106Pa, １気圧＝ 1013hPa=0.1013MPa

なども良く用いられる。

圧力は運動量の交換を通してのみ発生するのではない。一定の外場－重力場－を考え，理想気体を想定す

ると，高度 zについて

∆p = −ρg∆z, ρ = Mp/RT :質量密度, M :分子量 (1.29)

だけの圧力変化があることを知っている。水深での水圧を計算するときと同じであるが，密度が圧力によっ

て，したがって高度 zによって変化するところが違う。T を一定として，これを積分し，p(0) = p0すると

p(z) = p0 exp (−
Mg
RT

z) (1.30)

となる。この式は空気の組成が高度によって変更しないこと，温度が高度で変化しないこと，さらにもっ

と一般的に大気は熱平衡状態であることを前提としている。大気は平衡状態にあるのではなく，常に熱放

射状態にあり，高度によって温度も変化している。100m上昇すると１℃温度は低下する，などはこの式の

中には含まれない。しかし，狭い範囲では，この式は高度によって圧力が指数関数的に低下することを示

している。我々にとって大事なことは，外場も圧力に関係しているということである。

13



気体分子は平均して高速で運動しているがすべてが同じ速さで運動しているのではなく，確率的に決まっ

た分布をしている。
James C. Maxwellは N 個の分子の速度分布が

Nvdv = 4πN

(
m

2πkT

) 3
2

v2 exp (−mv2

2kT
)dv (1.31)

であることを導いた（Maxwellの速度分布則）。これは (1.27）

が成り立つように，すなわち

1
2
mv2 =

∫ ∞

0

1
2
mv2Nvdv/N = 3kT

2
(1.32)

を満たすようにしてある。
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式 (1.31) を簡単に導いておこう。等方的な速度分布を仮定し，速度の各成分の分布は他の成分と独立と考えて，

f(vx, vy, vz)dvxdvydvz = f(v2)v2dvdΩ = g(vx)g(vy)g(vz)v
2dvdΩ, Ωは速度ベクトルの立体角

と置いてみる。ここで関数

log g(vx) = ψ(vx), log g(vy) = ψ(vy), log g(vz) = ψ(vz), log f(v2) = ϕ(v2)

を定義すると，
ϕ(v2) = ϕ(v2x + v2y + v2z) = ψ(vx) + ψ(vy) + ψ(vz)

となるから，
dϕ(v2)

dv2
= 1

2vx

dψ
dvx

= 1
2vy

dψ
dvy

= 1
2vz

dψ
dvz

と表され，
dϕ(v2)

dv2
は定数，すなわち ψ(vx) は v2x の１次関数となる。したがって

ψ(v2x) = −αv2x + β, g(vx) = const.× e−αv2
x , f(v2) = const.× e−αv2

そこで，N 粒子について，規格化して

N =

∫∫∫
f(v2)dvxdvydvz = const.× (π

α
)3/2　 より f(v2) = N(α

π
)3/2e−αv2

平均２乗速度を一致させて (1.32)，

1
2
mv2 = 1

2
m

∫∫∫
v2f(v2)dvxdvydvz/N = 1

2
m×N(α

π
)3/2 × 4π

∫ ∞

0
v4e−αv2

dv/N = 3
4
m
α

= 3
2
kT

α = m
2kT

したがって 　 f(v2) = N( m
2πkT

)3/2e
−mv

2

2kT 　

このいかにも「怪しげ」な考察から得られた結論 (1.31)は，統計力学 (統計力学メモ　参照)での明白な議論によって
保証されている。天才 Maxwell のなせる技である。

平均の速さを v =
∫∞
0

vNvdv/N =

√
8kT
πm，分布のピークの速さ (

∂Nv

∂v
= 0より得られる）を vm =

√
2kT
m

とすると

vm : v :
√

v2 =

√
2kT
m :

√
8kT
πm :

√
3kT
m = 1.41 : 1.60 : 1.73

であり，分子の速さの指標としてはどれを用いても大差ないことがわかる。

平均２乗速度
√

v2 は √
v2 =

√
3kT
m =

√
3RT
N0m

(1.33)

となる。

常温（15℃）の酸素 O2 の平均２乗速度は，T = 273 + 15 = 288K，酸素の分子量は 32だか

ら 1kmolの質量N0m = 32kgを用いると，√
v2 = 473 m/s となる。

√
v2 は (1.33)より分子量の平方根に反比例するから，軽い気体ほ

ど速く運動していることがわかる。
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各分子は他の分子と衝突を繰り返す。分子が次の衝突をするまでに進む平均の距離を平均自由行程という。

　いま，粒子１が静止している粒子２に衝突するには，粒子１の運

動によって粒子２の中心が半径 2aの円筒に入ったときであるから

粒子１が動いた距離 lは，粒子密度を ρ(= N/V )とすると

1
π(2a)2l

= ρ, したがって　 l = 1
4πa2ρ

..............................................................................................
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となる。しかし，粒子２も運動しており，これは相対座標 r = r1−r2についてのことである。
√
v2 =

√
2

√
v21

より粒子１は１回の衝突当たりその間，平均的に 1√
2
倍長く動いたことになる。したがって平均自由行程 λ

は

λ = 1

4
√
2πa2ρ

(1.34)

となる。したがって分子は単位時間に
√
v2/λ回の衝突をすることになる。

1kmolの常温（15℃），１気圧の酸素O2では，V = 22.4m3，ρ = N0/V，a = 2× 10−10mを

用いると

　　 λ = 22.4

4
√
2π × 4× 10−20 × 6.0× 1026

≈ 5.2× 10−8 m

　１粒子の単位時間当たりの衝突回数は　
√
v2/λ ∼ 9× 109 回/secとなる。

単位時間に非常に多くの回数だけ衝突が発生することを根拠に，マクロに見た系全体が瞬時に平衡状態に

達する，とは言えない。これには系内で熱や運動量，粒子がマクロにどう移動する（伝達される）かをも

う少し考察しなければならない。熱についてはすでに熱伝達に対するフーリエの法則 (1.7)を見た。

　面積 Aの面を通して接している２つの面の一方が他方の面に面に平行な方向 (x軸方向)に加える力は，

面積 Aと面に平行な速度（vx）の面に垂直な方向 (y軸方向)の微分に比例すると考えられる。(面に垂直

な方向の力は圧力である）。単位面積で表現すると

τyx = −µdvx
dy

(粘性に関するニュートンの法則) (1.35)

この法則に従う流体をニュートン流体という。µは粘性係数である。

　気体の分子を完全弾性衝突する質点とするモデル (単原子分子を近似）で，熱伝達 (1.7)の伝導係数 κや

粘性係数 µを考察してみよう。

　気体の平均速度は v =

√
8kT
πm であった。任意の単位面積の片方の面に分子が衝突する頻度は Z =

1
4
ρv である。分子が面に衝突する直前の分子同士の衝突までの距離の平均は l = 2

3
λ と考えられるから

τyx = Zmvx|y−l − Zmvx|y+l = −2Zml
dvx
dy

= −1
3
ρmvλ

dvx
dy

(1.36)

となる。これを (1.35)に対応させると

µ = 1
3
ρmvλ = 2

6π3/2

√
mkT
a2

(1.37)
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となる。同様に単位面積，単位時間当たりの熱伝達 qy は

qy = Z 1
2
mv2|y−l − Z 1

2
mv2|y+l =

3
2
kZ(Ty−l − Ty+l)

= −1
2
kρvλdT

dy
(1.38)

となり，伝導係数 κは次のようになる。

κ = 1
2
ρκvλ = 1

4a2

√
k3T
π3m

(1.39)

　上記の常温（15℃），１気圧の酸素 O2 では，

　　 κ = 0.004Jm−1s−1K−1

となり，計測値 κ = 0.027Jm−1s−1K−1 とかなりずれる。

(1.39) は熱伝達や粘性を精度良く表していない。分子間に働くもう少しリアルな相互作用

(Lennard-Jones potential）を用いて散乱を計算するとよく計測値を再現することがわかってい

る。伝導係数 κは

κ = (cp +
5
4
R
M

)µ, M :分子量, cp :定圧比熱 (1.40)

で粘性係数 µと結びついてる。

温度伝導率 cは，c = κ
cvρ

, (cv :比熱，ρ :密度)であり，系の温度分布は，マクロな流れや渦などの運動が

ないとき，この cを係数とする熱伝導方程式（１次元では ∂T
∂t

= c∂
2T

∂x2）にしたがって平衡状態に近づく。

（厚さ 10cmの１５℃の空気の平板を０℃で冷却すると対流がないとして約２０秒で中心付近の温度が

7.5℃になる程度である。「応用数学 IIメモ参照」）

　多くの場合，系の平衡状態への移行は巨視的な運動と微視的な運動の両方を通して実現する。

　これ以上は系内での熱伝達や圧力などの応力の伝達およびその機構には立ち入らないでおこう。系の非

平衡状態から平衡状態への移行は自発過程であることが重要であり，その時間スケールには関心を示さな

いことにする。

1.5 体積変化によるエネルギーの流れ

四角柱状の筒の中に 1kmol（N0個の分子）の気体が入っていたとする。その１面をピストンとして体積

が減少する方向にガスを閉じこめたまま移動させたとする。

　筒の断面積をA，長さを xとし，xを速度 u (u < 0)

で微小時間 ∆tの間に ∆x (∆x < 0)だけ変化させた

とする。ガスの体積 V = Axは∆V = A∆x = Au∆t

だけ変化した。
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ガスの分子の速度 vのｘ成分 vxはピストンの分子と衝突して v′xになったとする。ピストンの分子の平均

速度は uだから，弾性衝突を仮定すると（1.14）と同じ関係が成立し，v′x + vx = u + uとなる。よって

v′x = −(vx − 2u)である。したがって，衝突によって vy, vz は変化しないから，気体の分子の運動エネル

ギーの変化は

∆ϵ = 1
2
m(vx − 2u)2 − 1

2
mv2x ≈ −2mvxu
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となる。ここに面の移動速さ |u|は分子の速さ v に比べて無視できるとした。1kmolの分子について，微

小時間∆tに面に衝突する回数は vx∆t/2x×N0 だから，気体の運動エネルギーの変化は

∆E = −2mvxu× vx∆t/2x×N0 = −N0

Ax
mv2xAu∆t

気体の粒子密度を ρ = N0/V とし，気体分子について平均すると（1.21）と同様に

∆E = −ρ
3
mv2Au∆t (1.41)

となる。圧力 pは（1.22）だから

∆E = −pAu∆t = −p∆V (1.42)

となる。気体の運動エネルギーは気体の圧縮（∆V < 0）によって増大する。−p∆V は外部から気体を圧

縮するのに使われた仕事であり，したがって気体に流入したエネルギーである。∆W = p∆V を体積仕事

という。

　 d--W = pdV (1.43)

と定義すると，これは気体から外部に仕事として流出するエネルギーを表すことになる。このとき∆E =

−∆W と表せ，気体の運動エネルギーの増加は仕事として流入したエネルギーに等しい，といえる。

　 1kmolの常温（１５℃），１気圧の酸素が圧力一定で体積が２倍に膨張したとする。

はじめの体積 V = 22.4m3,圧力は p = 1気圧 = 1.013× 105Paだから

W = p(2V − V ) = 1.013× 105Pa× 22.4m3 = 2270kJ

の仕事を外界にしたことになる。ここでは気体の圧力を一定として計算したが，一般に気体は

膨張の過程で温度，圧力が変化する。したがって系が外部にする仕事W は一般に，微小仕事

d--W = pdV を系の状態変化を考慮しながら積分しなければならない。

ここでは気体のエネルギーを並進の運動エネルギーに限定して考察したが，気体の持っているエネルギー

にはその他の形態，回転や振動のエネルギー，化学的結合エネルギーなども持っている。これらを総称して

内部エネルギーという。内部という意味は気体全体の並進や回転などの運動エネルギーや重力に対する位

置エネルギーなどを除外することを意味している。より複雑な系では，たとえば電場や磁場のエネルギー

なども内部エネルギーに含める。内部エネルギーは状態が決まれば決まる物理量であり，状態量である。以

後内部エネルギーを U で表す。したがって，(1.41)で用いたエネルギー E は U と置き換えられる。

　気体の内部エネルギーの変化はここで考察した仕事W によって行われたが，すでに壁面分子との衝突に

よって，熱という形でエネルギーが移動し内部エネルギーが変化することも見た。気体に流入する熱エネ

ルギーを Qと表すとすると，内部エネルギーの変化は

∆U = Q−W (1.44)

と表せる。仕事W の定義は西山，梶川先生のテキスト「熱学」と符号が逆になっている。ここでは他のテ

キストを利用するときの便宜のため伝統にしたがった。 （1.44）はエネルギー保存則を表している。
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第2章 第１法則

2.1 熱力学第１法則

我々が日常直接に目にしたり，触れたりする物質は非常に多くの分子，原子の集まりであり，それら一

つ一つの粒子の状態を観測するのではなく，それらが集まって示す集団を観測している。代表として集団

の粒子の数をアボガドロ（Avogadro）数 N0 にとると，それだけの物質の量は１ kmolといい，その分子

の分子量に kgをつけた質量になる。

N0 = 6.022× 1026kmol−1 (2.1)

例えば酸素O2の分子量は 32だから，酸素の 1kmolの質量は 32kgである。したがって 1gの酸素は 2×1022

個の酸素分子を含む。粒子１個１個は力学の法則にしたがって運動しており，物質の性質も論理的にはそ

れらを解いて決定できると思われるが，その数が余りにも膨大であるため，実行することは現実的に困難

であろう。また数値的にそれらを解いたとしても，ただ数値が存在するだけでその物質を理解したとはと

うてい言えない。それでは各粒子の運動から物質の特性を理解することが出来ないかというと，そうでは

ない。個々の粒子の運動にたいして統計的な処理を行えば，各粒子の運動を解かなくても有用な集団の特

性を理解することができる。個々の粒子の運動に注目した見方を微視的（microscopic），簡単にミクロな

視点という。また集団に注目した視点を巨視的（macroscopic），略してマクロな視点という。巨視的な特

性を微視的な特性の統計的処理で導くのが統計力学の課題である。高校で学習した気体分子運動論はその

始まりである。一方物質の巨視的な特徴には必ずしも統計力学に頼らなくても理解できるものが多い。ま

た巨視的な特徴は普遍的な巨視的対象にたいする原理から説明されたとき，より深くその特徴を理解した

ことになる。我々がこのテキストで学習する熱学はこうしたマクロな原理から出発する。

　　一般に注目している物体はそれだけが孤立して存在しているのではない。注目している部分を系（system）

といい，それ以外の部分を外界と言おう。
その境界は固体などによって仕切られていても，仮想的な

閉局面であってもよい。系と外界はエネルギーや物質のやり

とりがありえる。エネルギーも物質も出入りがある系を開

いた系（open system），物質の出入りのない系を閉じた系

（closed system），また物質もエネルギーも出入りのない系

を孤立系（isolated system）という。全宇宙は１つの孤立系

と考えられる。
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エネルギー

系と外界のエネルギーのやりとりには多くの形態が考えられるが，熱学を特徴づけるのは熱エネルギーを

考慮することである。熱（エネルギー）が分子の運動エネルギーの集積であるという理解はそう古くはない

が，それ以前に，熱が仕事と同じエネルギーの１形態であることが認識されていた（R.Mayer　 1842年）。

　 J.P.Joule（1848）は水車の実験によって熱エネルギーと仕事の換算係数を決定した。

実験によると１ kcalは 4.1855kJに相当する。J を熱の仕事当量，Aを仕事の熱当量という。

J = 4.1855 kJ
kcal

, A = 0.23892kcal
kJ

(2.2)
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仕事と熱は量的には換算係数を掛けておけば同等であり，相互に変換可能である。エネルギーには他に，運

動エネルギー，位置エネルギー，化学エネルギー，電気エネルギー，放射エネルギー，核エネルギー など

があるが，これらはエネルギーとして全て同等である。ただし，気をつけねばならないことは，後でわか

る通り熱エネルギーがすべて仕事に変換出来ることを主張しているのではない。今後はエネルギーの単位

は全てジュール（Joule）で表すとする。　エネルギーは形態を変えることはあっても，生成したり消滅し

たりすることはない。

　系の保有するエネルギーは外界との間でエネルギーを交換しない限り一定であり，外界と交換す

るとそのエネルギー量だけ増減する。

これを熱力学第一法則という。いわゆるエネルギー保存の法則（law of conservation of energy）である。

またある機械が，外界から何等エネルギーの供給なしに外界に仕事を続けることは，熱力学第一法則に矛

盾する。

　　エネルギーを消費しないで，ひき続き仕事を発生できる機械は不可能である。

こんな有り難い機械を第１種永久機関（perpetuum mobile of the first kind）という。したがって熱力学

第一法則を，第１種永久機関は存在しない，といいかえてもよい。

　　（問題．　平和鳥（水飲み鳥）は第１種永久機関かのように動く。どこが違うか）

2.2 系の状態と状態量

　我々が対象とする系は，何によって特徴づけることが出来るだろうか。はじめに系に含まれる物質の

量，質量がその系を特徴づける物理量であることは自明である。しかし今後の議論は主に閉じた系を対象

とするため，断りがない限り，系に含まれる物質は１ kmolとする。同じ１ kmolの物質でも，それを構成

している物質の混合の割合によっても，系は異なる。物質の構成を組成という。閉じた系で，当面化学変

化などの組成変化をしないとする。物質の量を一定とすると系の体積 V を与えることは平均の密度を指定

したことでもある。また系内には各部に内力が働いているが，どんな系でも任意の微小平面に垂直に作用

する力を考えることが出来る。単位面積あたりの面に垂直な力を圧力 pで表すと，圧力も系を指定する物

理量である。さらに力学的な系と違って，多くの粒子の運動の激しさを表す指標として温度を指定するこ

とが出来る。温度の定義は当面はどんな温度計を基準にはかった温度でも良いが，例えば後で述べる理想

気体を用いて T = pV/Rで求めたものとしよう。

　　いまバケツで容器に１ kmolの液体の水を入れたとする。容器の温度と水の温度に差があれば熱の移

動が起こり，場所によって水の温度は違うであろう。また水を移したばかりの時刻では容器の中に流れや，

渦などもあるだろう。内部に温度の差があれば熱の移動がおこり，系の各部は同じ温度になるだろう。我々

が対象とする系は，内部で起こり得る変化が起こるのに必要な十分な時間がたった後の系である。こうし

た状況を熱力学的平衡（thermodynamical equilibrium）といい，熱力学的平衡な系を状態（state）とい

う。こうして系の任意の瞬間の状態は温度，圧力，体積，磁化，．．などの１組のマクロな物理量で指定さ

れる。状態が決まれば決まる物理量を状態量という。温度，体積，圧力，磁化は状態量である。いま簡単

のため p, V, T を指定すれば完全に熱力学的状態がきまるとする。熱力学的状態は p, V, T が勝手な組み合

わせで実現するのではない。したがって p, V, T は一定の関係があるときのみ状態といえる。一般に状態量

の関係を表す式

f(p, V, T, · · · ) = 0 (2.3)
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を状態方程式（equation of state）という。特に状態方程式

pV = RT (2.4)

T = t+ 273.15 [K]　　　 絶対温度

(tは摂氏の温度めもりで計った温度)

R = 8.314× 103[J/K·kmol] 　　　気体定数

p[Pa, パスカル=N/m2 ]　　　 圧力

V [m
3
/kmol]　　　 体積

にしたがう気体を理想気体（ideal gas）といい，（2.4）を理想気体の状態方程式という。このとき状態を指

定する独立な状態量は２つだけである。

　　さて第１法則に戻ろう。平衡状態にある静止した系には１つのエネルギーが対応する。系のエネルギー

を内部エネルギー（internal energy）という。「内部」という表現は，系全体がマクロな運動（並進や回転

など）の運動エネルギーや，重力などの外力による位置エネルギーを除外していることをさしている。内

部エネルギーは状態によって決まるから状態量である。系が１つの熱力学的状態（始状態）から他の熱力

学的状態（終状態）へ変化することを過程（process）という。

　始状態（initial state）から終状態（final state）

の間に，系に差引き入った熱を Q，系から仕事と

して外界に流れたエネルギーをW とする。

第１法則は内部エネルギーを用いると

Uf − Ui = Q−W (2.5)

となる。
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　また系が始状態から出発して始状態と同じ終状態に戻る過程を循環過程（サイクル）という。循環過程

では Ui = Uf だから，１サイクルについてW = Qが成り立つ。

　外界にあって，系に熱を与えたり，系から熱を奪ったりするものを熱源，同じく外界にあって仕事を系

から受けたり，系にしたりする機構を仕事源という。普通熱源は無限大の熱容量をもった温度一定の物体

を想定するが，系が熱をやりとりする物体の温度が次々に変わるときは，熱源の温度は次々と変化し，系

はその熱源と熱をやりとりすると解釈する。熱量 Qは熱源から系への熱の流れを，また仕事W は系から

仕事源への仕事としてのエネルギーの流れをそれぞれ正にとった。ここでの仕事W は仕事源がされる仕

事，すなわち外力がする仕事と大きさが同じで符号を逆に定義しただけである。仕事Ｗの向きは変則的だ

が，定義をどうするかは自由であり，応用上の便宜のため上の記法を採用する。

　　微小変化の時，（2.5）は

dU = d--Q− d--W (2.6)

となる。内部エネルギー U の変化は，始状態と終状態が与えられれば決まるから，途中の経路（path）に

よらないが，熱量 Qや仕事W は始状態と終状態が決まっても，途中の経路によって変わる。したがって

例えばQf −Qiという表現は意味がない。即ち，dU は状態量 U の全微分を表し，d--Qや d--W は必ずしも

何かの全微分では表せない量 Q,W の微小量を表現する。
pV の変化量は

∆(pV ) = (p+∆p)(V +∆V )− pV = p∆V + V∆p+∆p∆V

となるが，十分変化量が小さいとみなすと，２次の項を無視して

d(pV ) = pdV + V dp

と書き表す。このように d( )は変化の主要項であり，微分という。ここでは，dU は変化する量 U が状態量であるこ

とも意味している。詳しくは７章参照。

20



　工学的な応用では，作動流体が流動する場合が多い。このときのエネルギーの流れは次のように考える

と便利である。断面積 Aの円管を左から右へ定常に流体が流れているとする。xだけ離れた断面 Iと断面

IIに 1kmolの物質が含まれているとする。

断面 Iより左にあった流体が断面 IIに達するあいだに，断面 Iを通

過するエネルギーを考えてみよう。通過した流体は 1kmolである

から，移動した物質のエネルギーは流体の内部エネルギー U であ

る。また断面 Iを左の流体は pAの力で押しており xだけ移動する

から仕事は pAx = pV である。
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流動は緩やかに行われ運動エネルギーは無視できるとすると，結局断面 Iを通過したエネルギーは

H = U + pV (2.7)

となる。H はエンタルピー（enthalpy）といわれる。

　エネルギー保存の法則を定常的な流動過程に適用する。系のエネルギーは変化しないから系への流入エ

ンタルピーをH1，流出エンタルピーをH2，
流入熱量を Q，外部にする仕事をWt とすると

H2 −H1 = Q−Wt (2.8)

となる。この仕事Wt を工業仕事といい，（2.5）の仕事と区

別する。ガスタービンの出力は この仕事に対応する。
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2.3 可逆過程と不可逆過程

　　系が１つの熱力学的状態（始状態）から他の熱力学的状態（終状態）へ変わる過程を考える。系の熱

力学的状態とは温度，圧力，その他が確定した平衡状態である。従って始状態から終状態への途中の状態

は変化の途中であり，厳密には平衡状態でなく熱力学的状態とはいえない。有限の速さで変化すると系の

場所によって圧力や温度に差があったり，渦が発生したり，部分的に巨視的な相対運動があったりする。す

なわち系は非平衡状態を介して平衡状態へ接近するのである。一般に非平衡状態から平衡状態への変化は

自発（spontaneous ）過程であり，この過程は逆行不可能という意味で不可逆（irreversible）といわれる。

厳密な意味では全ての変化は不可逆であると言えるかもしれない。しかし始状態から終状態への変化の中

間状態を，無限個の十分平衡状態に近い状態の連鎖で表したとすると，変化の各段階では変化は無限小で

あり，系と外界に何の影響も残さないで１段ずつ前の状態へ逆行させることができるかもしれない。こう

して制御された条件のもとで，無限の時間をかけた理想化された過程は可逆的（reversible）である。こう

した変化は”準静的”（quasi-static）といわれ，可逆的変化の代表である。しかし全ての可逆変化が準静的

であるかどうかは問わない。一般に可逆は過程が逆行可能でなくてもよいとしよう。したがって，「系が状

態Ａから状態Ｂに変化したとき，系を状態Ｂから状態Ａに戻す以外に他（外界）に何の変化も残さないい

かなる過程も存在しないならば，この過程Ａ→Ｂは不可逆過程，可能ならば可逆過程」と定義する。また

循環過程（サイクル）についても，系が１サイクルＡ→Ａしたとき外界がα→βに変化したとすると，系

と外界を合成した系の変化（Ａ，α）→（Ａ，β）が可逆であれば可逆サイクルという。過程Ａ→Ｂ→Ｃ

→Ｄを考えると，各過程が全て可逆ならば過程Ａ→Ｄは可逆である。逆にある１段階例えばＢ→Ｃが不可

逆だとすると，過程Ａ→Ｄは不可逆となる。なぜなら，もし過程Ａ→Ｄが可逆だとすると過程Ｂ→Ａ→Ｄ

→Ｃが可逆となり矛盾するからである。したがって過程が可逆であればそれを構成している全ての過程は

可逆であり，途中１つでも不可逆過程を含めば全体として不可逆過程となる。可逆過程は理想化された変
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化で，現実には全く生じないように思われるかも知れないが，たとえば自動車のエンジンでの激しいピス

トンの運動も，シリンダー内のガスが各時刻に瞬時に平衡に達すると近似できるほどに遅いとすると，ガ

スの変化は目的によっては近似的に準静的，したがって可逆過程と見なすことも可能である。

　系が準静的に体積変化するとき，系が外部にする仕事を求めよう。

系の境界の各微小面積 dAが面に垂直に dxだけ系の内から外に移動するとすると，外部に pdAdxの仕事

をすることになるが，全境界について積分すると，

d--W = pdV （準静的）

となる。pdV を体積仕事という。

　系が磁場Hのなかで磁化M があるときは

d--W = M · dH− d(H ·M) = −H · dM （準静的）

となる。一般に系がする仕事は自由度を nとすると

d--W =
n−1∑
k=1

Ak(a1, a2, · · · , an)dak （準静的）

のように表されるであろうが，このメモでは主に，体積変化に対応した仕事のみを取り扱う。

したがって準静的変化では第１法則の（2.6）は

dU = d--Q− pdV (2.9)

となる。またエンタルピーを用いるときは，（2.9）を（2.7）に代入して，

dH = d--Q+ V dp (2.10)

となる。

　それでは準静的でない変化をしたとき仕事はどう表されるのだろうか。

図のように外界（仕事源）は外力 F をシリンダーのピストンに作用し右に dxだけ移動し仕事−Fdxをし

たとする。我々は系が外界にする仕事を正の方向に選んでいるから d--W = Fdxであり，外部仕事とよば

れる。外力がする仕事と符号が逆である。このとき仕事としてのエネルギーは系から外界に流れる。（我々

の仕事の定義の弱点はこの辺の記述が不統一でわかりにくくなることである。力 F はあくまで仕事源が系

に作用する外力であり，系が外部に作用する力と向きは違う。）

しかしこの外部仕事が常に pdV に等しいと言うのではない。

ピストンが有限の速さで右に移動するとき，ピストンには摩

擦もあり，ピストンを押す気体の全圧力 prAは外界が系に加

える力 F より大きく，さらに系の平均的な圧力 pはピスト

ン面での圧力 pr より大きく，d--W < pdV となる。
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Fdx = d--Wpl > p > pr

断面積　 A
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逆に圧縮 (dV < 0)の場合は dx < 0で，pA < F となり，pAdx > Fdx，すなわち pdV > d--W となる。し

たがって一般に

d--W ≤ pdV （等号は準静的変化） (2.11)

が成り立つ。すなわち，外部仕事は体積仕事以下である。これは同じ体積変化をしても，外部仕事は体積

仕事より小さいことを意味する。（厳密には第２法則と深く結びついており，後の議論に委ねられる）
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理想気体をはじめとする単純な系では，p, V によって完全に

状態を指定することが出来る。したがって準静的な状態変化

はｐＶ平面に表現することが出来る。状態Ａから状態Ｂへの

過程で系がする体積仕事はｐＶ図のグラフと V = VA, VB 及

びＶ軸によって囲まれた面積になる。
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= pdV

　系が循環過程をおこない，外界に（正の）仕事をするような機構を熱機関（heat engine）という。１

サイクルの間に外界に仕事をするのであるから，系は仕事に等しい熱量を外界から吸収しなければならな

い。後で学ぶ第２法則からわかるとうり，それは単一の温度の熱源から熱を吸収し，それを全て仕事に変

えるということは出来ない。したがって熱機関は高温の熱源から熱を奪い，１部を仕事に変え，残りを低

温の熱源に捨てることになる。高温熱源，低温熱源もそれぞれ単一の温度である必要はない。したがって，

熱機関のモデルは図のようになる。
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高温熱源

低温熱源

Qh

Ql

W = Qh −Ql

高温熱源から吸収した熱をQh，低温熱源に捨てた熱をQl，外部にした仕事をW とすると，W = Qh−Ql

である。高温熱源から系への熱の供給は，燃料の燃焼などから得られることが多く，供給熱量 Qh に対す

る仕事W の割合を熱機関の熱効率（thermal efficiency）という。

η = W
Qh

(2.12)

熱機関は外界から熱Q = Qh−Qlを吸収して外界にW = Qの仕事をする。もしサイクルを逆運転すれば，

系は外界から仕事W を受けて，低温熱源から熱 Ql を汲み上げ高温熱源に Ql +W = Qh の熱を与えるこ

とになる。この熱機関の逆サイクルを冷凍機という。冷凍機を働かすためには系は仕事源から仕事を受け

取る必要である。

2.4 理想気体の状態変化

　ここでは後の議論で論理的には必ずしも必要ではないが，より具体的な描像をもつために，簡単化さ

れた系について議論する。扱う物質は理想気体（pV = RT）とする。一つの状態方程式を与えたからと

言って，理想気体のすべての性質を与えたことにはならない。前章で気体分子を並進運動をする質点とし，

しかもそれらが弾性衝突をするという理想化された条件で，内部エネルギーが U = 3
2
RT であることを見

た。温度 1deg上昇させるには 3
2
Rの熱量が必要である，すなわち比熱は 3

2
Rで一定と言える。もう少し詳

しく言えば，このときの比熱は気体を閉じこめている容器の容積，すなわち気体の体積 V をそのままにし

て熱を与えたときの比熱になっていた。ところが分子は並進だけでなく，多原子分子ならば分子は回転や

振動という形でもエネルギーを持ち得る。また，分子を構成している原子の間の相互作用によって分子の

内部のエネルギー状態も変化する。したがって分子のエネルギーは単純に温度に比例すると言えるかどう

かわからない。それは温度目盛りについてもっと一般化して定義し直しておくことが必要だ。このことは，

いまのところ温度目盛りは最も理想化された状態（理想気体）で決められたが，たとえ理想気体の状態方
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程式にしたがっている気体でも，比熱は温度変化に対して必ずしも一定とは言えないことを示している。

後で，一般に理想気体では U = U(T )ということが証明できる。すなわち，理想気体の内部エネルギーは

温度だけの関数であり，圧力にはよらない。しかしここでは簡単のため，内部エネルギーが温度に比例す

るという，特別な場合について議論する。

U = cvT , cv :定積比熱 (2.13)

内部エネルギーはその差を利用するから，（2.13）は適用温度付近での変化を再現していればよい。したがっ

て U = cv(T − T0) + U0 のような式を用いても同じである。

　体積一定で加熱したときの比熱が cv であった。すなわち cv = ∆Q/∆T (V=一定) である。定積比熱

ということをもう少し具体的に表現すれば，準静的変化での第１法則 dU = d--Q− pdV において，dV = 0

とすると，dU = d--Qであり，
d--Q
dT

= dU
dT

= cv となる。結局，体積一定の条件で，加えた熱量 d--Qと温度

上昇 dT は d--Q = cvdT となる。（偏微分を用いたスッキリした表現は４章以降に回す）。

　それでは，体積は変化するが，圧力が一定という条件で加熱したときの比熱はどうなるかを考えよう。

　体積V，温度T，圧力 pの気体を圧力を pのま

まで熱量∆Qだけ加熱したとする。このとき温

度は∆T だけ上昇し，体積が∆V だけ膨張した

とする。このとき系は外部に仕事∆W = p∆V

をする（p =一定）。
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このときの比熱は
∆Q
∆T

= ∆U +∆W
∆T

= ∆U
∆T

+
p∆V
∆T

ところが，加熱の前後で理想気体の状態方程式が成り立つから

pV = RT, p(V +∆V ) = R(T +∆T ), したがって p∆V = R∆T, よって　
∆Q
∆T

= cv +R

となる。まとめると

cv = lim
∆T→0

(
∆Q
∆T

)
V=const.

= lim
∆T→0

(
∆U
∆T

)
V=const.

cp = lim
∆T→0

(
∆Q
∆T

)
p=const.

= lim
∆T→0

(
∆H
∆T

)
p=const.

= cv +R

ここに，cp は定圧比熱である。定圧比熱を求める上の議論は簡単に

d--Q = dH − V dp = dU + d(pV )− V dp

= (cv +R)dT − V dp = cpdT − V dp

において，圧力を一定の条件で，温度変化に対する加えた熱量の比として得られる。結局，圧力一定の条

件で，加えた熱量 d--Qと温度上昇 dT は d--Q = cpdT となる。ここで得られた関係

cp = cv +R (Mayer の関係) (2.14)

は理想気体という仮定は用いたが，cv が温度によらないという仮定は使っていない。また

κ =
cp
cv

(2.15)

を比熱比という。κは勿論温度の関数であるが単原子分子ならば cv = 3
2
Rとすると κ = 5/3 = 1.67，２原

子分子で cv = 5
2
Rとすると κ = 1.4，多原子分子では cv = 6

2
Rとすると κ = 8/6 = 1.33となる (4章参

照)。（2.14），（2.15）より

cv = 1
κ− 1

R, cp = κ
κ− 1

R　 (2.16)

24



となる。また κが一定とすると（2.13）より

U = 1
κ− 1

RT, H = κ
κ− 1

RT (2.17)

となる。理想気体であっても，一般に比熱比 κは温度の関数となっている。そのときは

U =

∫ T

T0

1
κ− 1

RTdT + U(T0), H =

∫ T

T0

κ
κ− 1

RTdT +H(T0) (2.18)

となる。

より一般的には 4章で議論する。

　以下に比熱比一定の理想気体の典型的な準静的状態変化 (可逆変化）を考える。

（Ａ）等圧変化（isobaric change）

dp = 0, p = p0, p0V = RT

状態１から状態２への変化では

p0V1 = RT1, p0V2 = RT2

となる。その間の仕事W，熱量 Qは

W =

∫ V2

V1

pdV = p0

∫ V2

V1

dV = p0(V2 − V1) (2.19)

Q =

∫ T2

T1

cpdT = cp(T2 − T1) =
κ

κ− 1
R(T2 − T1) (2.20)

となる。
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式（2.20）は

Q = U2 − U1 +W = cvT2 − cvT1 + p0(V2 − V1) = cvT2 − cvT1 +R(T2 − T1)

= (cv +R)T2 − (cv +R)T1 = cpT2 − cpT1 = κ
κ− 1

R(T2 − T1)

と考えてもよい。

（Ｂ）等温変化（isothermal change）

dT = 0, T = T0, pV = RT0, したがって dU = 0, d--Q = d--W

状態１から状態２への変化では

p1V1 = RT0, p2V2 = RT0, U1 = U2

となる。その間の仕事W，熱量 Qは

W =

∫ V2

V1

pdV = RT0

∫ V2

V1

dV
V

= RT0 log
V2

V1
(2.21)

Q = U2 − U1 +W = RT0 log
V2

V1
(2.22)
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となる。変化の途中で加えられた熱エネルギー Qはそのまますべて外部に仕事W として出ていく。

式（2.21）では不定積分の公式
∫ 1
x
dx = log x+ c を用いた。これは

(log x)′ = lim
h→0

log (x+ h)− log x

h
= lim

h→0

1
h
log (1 + h

x
)

= 1
x

lim
h→0

log (1 + h
x
)
x
h = 1

x
log e = 1

x
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から導けた。ここで log は自然対数で e はその底（テイ）である。物理では対数はすべて自然対数を用いるから，対

数に log，ln の記号を用いることがあっても同じ意味である。

（Ｃ）断熱変化（adiabatic change）

d--Q = 0　 ∴ dU = −d--W

このとき（2.9）は dU + pdV = 0

内部エネルギーは温度だけの関数だから

dU = cvdT

また状態方程式から

pdV + V dp = RdT
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断熱

(p1, V1, T1)
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となる。これらより

(cv +R)pdV + cvV dp = 0

Mayerの関係を用いると

κdV
V

+
dp
p = 0 (2.23)

積分して

pV κ = const. (2.24)

これはＰｏｉｓｓｏｎの法則といわれている。

したがって， 状態１から状態２への変化では p1V
κ
1 = p2V

κ
2 で結びついている。

仕事W は Q = 0より

W = −(U2 − U1) = − 1
κ− 1

R(T2 − T1) (2.25)

式（2.23）から式（2.24）を導いておこう。
式（2.23）を積分して ∫

κdV
V

+

∫
dp
p

= 0

　したがって
κ log V + log p = c, log V κp = c, pV κ = ec

（Ｄ）等積変化（isometric change）

dV = 0, V = V0, pV0 = RT

d--W = 0 (∵ dV = 0) ∴ d--Q = dU

状態１から状態２への変化では

p1V0 = RT1, p2V0 = RT2

熱量Ｑ，仕事W は

Q =

∫ T2

T1

cvdT = cv(T2 − T1) =
1

κ− 1
R(T2 − T1)

= U2 − U1 (2.26)

W = 0
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（Ｅ）ポリトロープ変化 (polytropic change)

式（2.23）から　(
dp
dV

)
adiabatic

= −κ p
V

= κ

(
dp
dV

)
isothermal

(2.27)
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等圧線

等積線

等温線

断熱線

p

V
したがって断熱線は等温線の傾きの κ倍である（後でこの関係は一般的であることを証明する）。

以上の変化（Ａ）から（Ｄ）をｐＶ図に描くと，図のようになる。工学では，

pV n = const. (2.28)

n = 0 p =一定 (A)等圧変化

n = 1 pV =一定 (B)等温変化

n = κ pV κ =一定 (C)断熱変化

n =∞ V =一定 (D)等積変化
にしたがう変化をポリトロープ変化，nをポリトロープ指数として多用される。ポリトロープ指数は変化

の途中で変わらないとする。ポリトロープ変化は表のように，典型的な変化を全て含むし，ポリトロープ

指数 nを中間の値に選ぶことによって，現実のｐＶ図の一部を近似できる。比熱比 κは断熱指数とも言わ

れ，ポリトロープ指数 nが κに等しいときが断熱変化になる。nは負の領域にも拡張して，ｐＶ図上の右

上がりのグラフを含む「多方向の」変化に対応させることができる。

状態１から状態２への変化では p1V
n
1 = p2V

n
2 が成り立ち，

仕事W，熱量Ｑは n ̸= 1のとき以下となる。

W =

∫ V2

V1

pdV = p1V
n
1

∫ V2

V1

V −ndV =
p1V

n
1

−n+ 1
(V

(−n+1)
2 − V

(−n+1)
1 )

= −p1V
n
1

n− 1
(p2V2 − p1V1) = − R

n− 1
(T2 − T1) = −κ− 1

n− 1
(U2 − U1) (2.29)

Q = (U2 − U1) +W = n− κ
n− 1

(U2 − U1)

　つぎに，不可逆変化を考えるときである。

しかし，不可逆変化においては，変化の途中の系は熱学的平衡状態ではなく，途中の経路は決まらない。途

中の経路が確定するのが，正に準静的過程であり，可逆だからである。したがって，不可逆過程では始状

態と終状態の関係のみが示される。気体のコンプレッサーによる高速の圧縮では，外部との熱の交換は無

視できるから断熱と近似できるが，可逆な断熱変化ではなく，外部から加えた仕事の一部は不可逆過程を

通じて作動ガスの加熱に使われる。不可逆過程は始状態から終状態の途中の経路が例えばｐＶ図上に表現

できないだけであって，終状態が不確定というのではない。すなわち，たとえばコンプレッサーによる圧

縮においては始状態と終状態の関係はエネルギー保存の法則だけでは決まらず，終状態を確定するにはさ

らにコンプレッサーの効率などの付加的な条件を与えることが必要になる。

　代表的な不可逆変化は 4章でとりあげるＪｏｕｌｅの断熱膨張の実験である。そこではエネルギー保存

の法則の他に d--Q = 0, d--W = 0すなわち dU = 0が始状態と終状態を結ぶ関係である。

　また，6章で学習する気体の混合も代表的な不可逆変化である。

いずれにしても，これらの不可逆過程ではたとえばｐＶ図上で変化の途中の状態を表現できない。これら

の不可逆過程は，可逆過程とどこが違うのか，は次章以後の楽しみである。
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2.5 Ｃａｒｎｏｔ　ｃｙｃｌｅ

可逆カルノーサイクル（Carnot cycle)は熱学で特別の意義のある循環過程である。高温熱源の温度を

Th，低温熱源の温度を Tl とする。
Carnot cycle は次の４つの過程から構成される。

A(Th, VA) → B(Th, VB) ・・ 温度 Th での等温膨張

B(Th, VB) → C(Tl, VC) ・・ 断熱膨張

C(Tl, VC) → D(Tl, VD) ・・ 温度 Tl での等温圧縮

D(Tl, VD) → A(Th, VA) ・・ 断熱圧縮

それぞれの過程は準静的とし，今後「可逆」は省略する場合

が多い。また作動ガスは比熱一定の理想気体とする。
カルノーサイクル
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V

限りなくこれに近い過程は次のようにして実現可能である。
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各過程が可逆である，ということは例えば過程Ａ→Ｂでは，Ａでの温度 Thと高温熱源の温度は同じで，過

程の間，系と熱源は常に平衡を保ちながらＢに達する必要がある，そのためには準静的に移行しなければ

ならない，また過程Ｂ→Ｃの断熱膨張では，外力と系の圧力による外向きの力がピストンを介して釣り合

いながらＣまで膨張しなければならない。こうした過程には無限の時間を要し，またその間の断熱の維持

や摩擦などの軽減など完全な可逆過程の実現には困難が伴う。

　また，比熱が一定の理想気体を仮定しているが，この制限が後になってどのように解除されるか楽しみ

にしておこう。

各過程で系が吸収した熱量は

QAB = RTh log
VB

VA
, QBC = 0, QCD = RTl log

VD

VC
, QDA = 0 (2.30)

高温熱源から系が得た熱量は Qh = QAB，低温熱源に排出する熱量は Ql = −QCD，したがって１サイク

ルの間に系が吸収する熱量は Q = Qh −Ql，１サイクルで系が外部にする仕事はW = Qより，　

W = Qh −Ql

となる。断熱過程では Poisson の法則 (2.24)と理想気体の状態方程式より

TV κ−1 = const.

が成り立ち，これを断熱過程Ｂ→Ｃ，Ｄ→Ａに適用すると

Tl

Th
=

(
VB

VC

)κ−1

=

(
VA

VD

)κ−1
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したがって
VB

VC
=

VA

VD
∴ VB

VA
=

VC

VD
(2.31)

これは過程がちょうどサイクルをなす条件である。すなわち，（2.31）は状態Ｄからの断熱圧縮によって，

ちょうど状態Ａに戻ることを保証している。よって Carnot cycle の熱効率は（2.30），（2.31）より

η = W
Qh

= 1− Ql

Qh

∴ η = 1− Tl

Th

となる。（2.32）は理想気体に対する可逆 Carnot cycle についての結論であるが，これは前にも記したが，

後の議論で温度が一定の高温熱源と低温熱源の間で作用する全ての可逆サイクルに一般化される。

（2.32）はカルノーサイクルの熱効率が高温熱源と低温熱源の温度の比だけで決まることを示している。熱

機関は低温熱源として環境（大気や海水）を用いることが多く，このとき低温熱源の温度は所与の条件と

なる。したがってこの場合，カルノーサイクルの効率は高温熱源の温度によって決定されることになる。

高温熱源の温度が高いことはカルノーサイクルの効率が高いことに対応している。

2.6 往復動内燃機関の理論サイクル

状態変化とエネルギー収支（循環過程での第１法則）の関係に慣れるため，ピストン運動 (reciprocal)

をする内燃機関をみておこう。内燃機関（internal combustion engine）とは，燃焼ガスを作動ガスとする

熱機関である。したがってロータリーエンジンは勿論，ガスタービンエンジンも内燃機関に属する。ガス

タービンは燃焼ガスを回転する羽根車に当て，仕事を取り出す機構で，熱学的にはここで考えるレシプロ

エンジンと近い過程である。レシプロエンジンでは動力を石油などを燃焼させて出来る高温高圧の燃焼ガ

スの体積仕事を機械的エネルギーとして取り出す機構といえる。現実の機関は燃料を取り入れたり，酸素

を含む空気（新気）を外部から取り入れ（吸気，給気），燃焼ガスを大気に排出する（排気）ガス交換を

行う系である。一般に燃焼を加熱で，排気と吸気を相当する温度圧力の変化で置き換えた閉じた系で表し，

さらにシリンダーからの放熱や摩擦損失など二次的因子を無視した理想化した過程を「理論サイクル」と

いう。理論サイクルの１例としてサバテサイクル（Sabath’e cycle，合成燃焼サイクル）を考える。

サバテサイクルは次の過程から成り立つ。過程は全て可逆とし，簡

単のため，作動ガスは比熱比 κが一定の理想気体とする。

断熱圧縮 1⃝→ 2⃝ : T1V
κ−1
1 = T2V

κ−1
2

等容燃焼 2⃝→ 3⃝ : T2/p2 = T3/p3 V2 = V3

等圧燃焼 3⃝→ 4⃝ : T3/V3 = T4/V4 p3 = p4

断熱膨張 4⃝→ 5⃝ : T4V
κ−1
4 = T5V

κ−1
5

等容放熱 5⃝→ 1⃝ : T5/p5 = T1/p1 V5 = V1

(2.32)
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V2 V1

p3

p2

1⃝

2⃝

3⃝ 4⃝

5⃝

V2はすきま容積（clearance volume），Vh = V1 − V2を行程容積（stroke volume）という。行程 1⃝→ 2⃝は
圧縮行程であり，ϵ = V1/V2を圧縮比（commpression ratio），また等容燃焼での圧力の変化 ξ = p3/p2を

圧力比（pressure ratio），等圧燃焼での体積の膨張比 ρ = V4/V3を噴射締切比（injection cut off ratio）と

いう。
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（2.32）を順次 T1 および ϵ, ξ, ρを用いて表すと

T2 = T1ϵ
κ−1, T3 = T2(p3/p2) = T1ϵ

κ−1ξ

T4 = T3(V4/V3) = T1ϵ
κ−1ξρ

T5 = T4(V4/V5)
κ−1 = T4(V4/V3)

κ−1(V3/V5)
κ−1

= T1ϵ
κ−1ξρ · ρκ−1/ϵκ−1 = T1ξρ

κ

過程 2⃝→ 3⃝および 3⃝→ 4⃝での給熱量は

Qh = cv(T3 − T2) + cp(T4 − T3) (2.33)

過程 5⃝→ 1⃝での放熱量は
Ql = cv(T5 − T1) (2.34)

したがって理論熱効率は

η = 1−Ql/Qh = 1− (T5 − T1)/[(T3 − T2) + κ(T4 − T3)] (2.35)

（2.33）を代入して

η = 1− 1
ϵκ−1 ·

ξρκ − 1
(ξ − 1) + κξ(ρ− 1)

(2.36)

となる。圧縮比が大きいほど効率は大きくなる。実在の機関（実機という）はｐＶ図が理論サイクルから

ずれ，燃料の不完全燃焼，比熱比 κのガス組成および温度による変化，シリンダー壁からの放熱，ピスト

ンや軸受けなどの摩擦による損失，機関の制御に用いる仕事，などの理由によって軸出力が減少し，（2.36）

でしめされる効率より小さくなる。各種の損失の割合は出力が小さいほど大きくなる傾向がある。出力は

行程容積に比例するが，シリンダー壁からの放熱は表面積に比例し，大出力の機関ほど損失の割合が小さ

くなる。今日では大型タンカーに用いられる舶用機関などでは，シリンダーへの新気を加圧（過給）する

ことによって出力と効率を高め，５０％を越える正味熱効率（brake thermal efficiency）のものが普通と

なっている。

サバテサイクルで等圧燃焼のないものをオットーサイクル（Otto cycle）という。

ρ = 1 ∴ η = 1− 1

ϵκ−1 (2.37)

オットーサイクルはガソリン機関の理論サイクルである。

　サバテサイクルで等積燃焼のないものをディーゼルサイクル（Diesel cycle）という。

ξ = 1 ∴ η = 1− 1

ϵκ−1 ·
ρκ − 1

(κρ− 1)
(2.38)

ディーゼルサイクルは大型のディーゼル機関の理論サイクルである。

　いずれの場合も，圧縮比が大きいほど効率は大きくなる。圧縮比を大きくする最も単純な方法はストロー

クを長くする（long stroke)ことである。圧縮比を大きくすると，最高温度が上昇する。最高温度の上昇は

燃焼ガスの比熱比が小さくなるだけでなく，熱解離 (CO2などが COやOに分離するなど）によって物性

や組成が大きく変わる，安定した燃焼が困難になるなど限界がある。内燃機関はカルノーサイクルとは全

く違うが，熱効率は高温熱源の温度によって大きく支配されている。
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　いくつかの学習上の注意点を記しておく。

[注]　下図はカルノーサイクルのもう少しリ

アルな表現である。これでは，わかりにくい

ので図は以下でも全て模式的に表現する。
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V/VA

κ = 1.4
　

[注]　系は常に均一であらゆる部分の温度や

圧力が同じであるように扱ってきた。すなわ

ち系は常に一つの均一な熱平衡系をなして

いると考えてきた。しかし熱学の一般法則は

それらを必ずしも要求していない。例えば断

熱壁で分割された２つの部分を一つの系と見

なしても良い。この場合，状態を指定するた

めには多くの量を指定する必要がある。しか

し，内部エネルギーや後で出てくるエントロ

ピーなどが状態量であることに変わりない。

それぞれの部分系で熱平衡が成り立っていれ

ば，断熱壁によって系全体の熱平衡は保たれ

ている。熱学の学習での混乱は，系の設定が

場合によって変化し，それを十分意識しない

ままで議論が進むことにある。
[注]　物理学では主に「閉じた系」を取り扱

う。系には常に 1kmolの物質が含まれてい

る。一方現実の多くの系，工学では主に開い

た系を取り扱う。したがって，このメモでは，

体積は V で表現したが，開いた系を扱うと

きは，単位物質あたりの体積として v を用

いる方が分かりやすい。物質量をmとする

と V = mv の関係になる。こうした単位物

質量を部分分子比量という。他の物質量に比

例する量－示量的物理量－も，例えば内部エ

ネルギーも U = muなどと表せる。このと

き，理想気体の状態方程式も pV = mRT と

なる。圧力，温度などは示強的物理量といわ

れ，物質量に依存しない状態量であり，圧力

は小文字，絶対温度は大文字など伝統にした

がって表現する。本メモでも６章「質量が変

化する系」以降はこうした取り扱いをおこな

う。応用のときはこれらを注意して式を運用

する必要がある。
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第3章 エントロピーと第２法則

3.1 背理法と対偶証明法

エントロピーの導入と第２法則は話が少し複雑になるので，間接証明法の確認をしておこう。

最も頻繁に使われる間接証明法は「背理法」である。

背理法は矛盾の考えが基礎である。「矛盾」は中学で

学んだ右の「書き下し文」からわかる故事成語の一つ

であった。

　「 A ならば B 」を証明するために次のような論理

展開が可能である。 「Bでないと仮定する。すると

A でないことが導かれる。これは A であることと矛

盾する。したがって B である。」

これが 背理法である。

　　

楚
人
に

た
て盾

と
ほ
こ矛

と
を

ひ
さ鬻

ぐ
者
あ
り
。

こ
れ
を
ほ
め
て
い
は
く
、「
わ
が
盾

の
堅
き
こ
と
、
よ
く

と
ほ陥

す
も
の
な

き
な
り
。」
と
。
ま
た
そ
の
矛
を
ほ

め
て
い
は
く
、「
わ
が
矛
の
利
な
る

こ
と
、
物
に
お
い
て
陥
さ
ざ
る
な

き
な
り
。」
と
。
あ
る
人
い
は
く
、

「
子
の
矛
を
も
つ
て
子
の
盾
を
陥
さ

ば
い
か
ん
。」
と
。
そ
の
人
応
ふ
る

こ
と
あ
た
は
ざ
る
な
り
。

　
　
　
　
　
（
韓
非
子
　
下
）

B を示したい，しかし明示的には A が書かれていない，このようなときにも A を適切にとって何らかの

矛盾を導けばよい。さらに「B である」ことを示すのに， A としていろんな命題をとることができるとき

もある。中学，あるいは高校で，
√
2が無理数であることの証明にこれを用いたのではないだろうか。

　命題「Aならば B である」を「A→ B」，Aの否定を Āと表す。このとき

　 (a)　「A→ B」とその対偶「B̄ → Ā」は同値である。

　 (b)　逆は必ずしも真ならず。

などが成立することを知っている。

各命題は右図の関係にある。「A→ B」を証明するに

は，その対偶「B̄ → Ā」を証明してもよいことになる。

この証明法を「対偶証明法」という。命題「A→ B」

を直接証明するのではないから，「間接証明法」の一つ

である。

...........................................................................................................................
..............
.............
...............
.......................

対偶

...........................................................................................................................
..............
.............
...............
.......................

逆

.............................
..............
.............
...............
.....................................................................................................................

逆

...........................................................................................................................
..............
.............
...............
.......................

裏

...........................................................................................................................
..............
.............
...............
.......................

裏

............

.........

...

............

.........

...

.......................................... ..........................................

.......................................... ..........................................

................................................

..................
..................

............

..................
..................

............

................................................

A→ B B → A

Ā→ B̄ B̄ → Ā

事柄 Aの否定を Āとする

対偶証明法は次のように背理法によって証明される。

　 「A ならば B」とする。もし「B̄ → Ā」が偽だとする。すなわち，「B̄ → A」が起こりうるとする。こ

のとき，「A ならば B」だから結局，「B̄ → B」となり，矛盾が起きる。よって，「B̄ → Ā」は真である。

エントロピーの導入には，はじめに「対偶証明法」を用いるが，背理法も用いる。

「転換法」，「同一法」，「数学的帰納法」なども間接証明法に属する。

　 1⃝命題とその対偶は同値であることを「説明」せよ。
　 2⃝「逆は必ずしも真ならず」を例示せよ。
　 3⃝ユークリッドが「幾何学原論」で証明した「素数は無数に存在する」ことを確認しておこう。
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3.2 Ｃｌａｕｓｉｕｓの原理とＴｈｏｍｓｏｎの原理

古典的な考察によってエントロピーと第２法則を導入しよう。

我々が日常的に経験する現象から，次の異なる２つの信じるにたる原理が導かれる。

Ｃｌａｕｓｉｕｓの原理

「ある温度の熱源から熱を奪い，より高温の別の熱源に移す以外に何の変化も残さない過程は不

可能である」

Ｔｈｏｍｓｏｎ（Ｋｅｌｖｉｎ）の原理

「熱源から得た熱を，他に何の変化も残さずに全て仕事に変換することはできない」

Clausiusの原理に反する過程があれば，その過程を用いてどんどん低温熱源から高温熱源に熱をうつし，

その熱で高温熱源と低温熱源の間の熱機関をいくらでも働かせることができる（低温熱源から高温熱源に

熱を移動させようとすると電力会社に電気代を払わなければならない！）。一方 Thomsonの原理は熱効率

１００％の夢の熱機関は存在しないことを主張している。Thomsonの原理に反する機関を”第２種永久機

関”という。この一見異なった２つの原理 Clausiusの原理と Thomsonの原理は以下の議論によって同値

であることが証明される。証明は「対偶」で行う。

Clausiusの原理から Thomsonの原理を導く。

　 Thomsonの原理の否定を仮定する。このとき高温熱源から得た熱量Qhを全て仕事に変換し，他に何の

変化も残さない機関Ｍが存在することになる。

可逆カルノー機関Ｃは，機関Ｍの仕事W = Qh を受

けて逆運転し，温度 Tlの低温熱源から熱量Qlを奪い

高温熱源に熱量 Ql +Qh を移す。 機関Ｍと機関Ｃを

１つの機関とした合成機関Ｍ＋Ｃは結局，低温熱源か

ら熱量Qlを奪い，全て高温熱源に移したことになる。

これは Clausiusの原理に反することになる。

..................................................................
..
..............
..

.............

.............

.............

.............................

................

.............

.............

.............

.............................

................

.................................................................................................................................................................................................... .............
...

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.........

.............

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

高温熱源 (Th)

低温熱源 (Tl)

Qh

Ql

Ql +Qh

熱機関 M
カルノー
機関Ｃ

W = Qh

したがって Clausiusの原理から Thomsonの原理が導かれた。つぎに

Thomsonの原理から Clausiusの原理を導こう。Clausiusの原理の否定を仮定しよう。

低温熱源から熱量Qlが高温熱源に移るだけで，

他に何の変化も残さない継続的な過程Ｐがある

ことになる。カルノーサイクルを高温熱源と低

温熱源の間で，高温熱源から熱量Qhを受けて，

過程Ｐで低温熱源からくみ出された熱量 Ql と

同じ熱量を低温熱源に排出するように働かせ，

仕事W = Qh −Ql をするとする。

.............

.............

.............

.............................

................

.............

.............

.............

.............................

................

..................................................................
..
..............
..

..................................................................
..
..............
..

................................................................................................ .............
...

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.........

.............

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

高温熱源 (Th)

低温熱源 (Tl)

Ql

Ql

Qh

Ql

W = Qh −Ql
過程 P

カルノー
機関Ｃ

そうすると過程Ｐとカルノーサイクルを合成したサイクルＰ＋Ｃは低温熱源には何の変化も残さずに高温熱

源から得た熱量Qh −Qlを仕事に変えたことになる。これは Thomsonの原理に反する。よって Thomson

の原理から Clausiusの原理が導かれた。

以上によって２つの原理は同値であることが証明された。
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3.3 熱機関の熱効率

任意の熱機関の熱効率は同じ熱源間で作用する可逆熱機関の熱効率以下であることを見よう。

　任意の熱機関Ｍが温度 Thの高温熱源から熱量Qhmを受け取り，温度 Tlの低温熱源に熱量Qlを排出す

るとする。その際の仕事はWm = Qhm −Ql となる。

..................................................................
..
..............
..

..................................................................
..
..............
..

.............

.............

.............

.............................

................

.............

.............

.............

.............................

................

........................................................................................ .............
...

........................................................................................ .............
...

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.........

.............

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

高温熱源 (Th)

低温熱源 (Tl)

Qhm

Ql

Qhc

Ql

Wm = Qhm −Ql

Wc = Qhc −Ql

熱機関 M
カルノー
機関Ｃ

同じ熱源の間で，可逆カルノー機関Ｃ（ここでは冷凍機）に仕事Wcを加えて，機関Ｍが低温熱源に排出し

た熱量Qlを汲み上げて高温熱源に熱量Qhcを移したとする。このときエネルギー保存よりWc = Qhc−Ql

である。熱機関Ｍとカルノー冷凍機Ｃを１つにした合成機関Ｍ＋Ｃは高温熱源から Qhm − Qhc をうけと

り，それを全て仕事Wm −Wc = Qhm −Qhcに変換したことになる。これが正であれば Thomsonの原理

に反する。したがって

Wm −Wc = Qhm −Qhc ≤ 0

即ち Qhm ≤ Qhc である。したがって機関Ｍの熱効率を η，可逆カルノー機関の熱効率を ηc とすると

η = 1− Ql

Qhm
≤ 1− Ql

Qhc
= ηc

∴ η ≤ ηc

よって熱機関の効率は可逆カルノー機関の効率を越えない。また上の証明のカルノー機関は別の任意の可

逆機関Ｒについても成り立つから，熱機関Ｍに可逆カルノー機関を用いると

ηc ≤ ηR　 ∴ ηR = ηc　

したがって全ての可逆熱機関の熱効率は等しく，任意の熱機関の熱効率は同じ熱源間で作用する可逆熱機

関の熱効率以下であることがわかった。それでは逆に可逆機関の熱効率に等しい熱効率を持った任意の熱

機関は可逆機関といえるだろうか。

　可逆機関Ｃの熱効率と等しい熱効率で可逆，不可逆が不明な熱機関Ｍを考える。熱機関Ｍで低温熱源に

排出された熱量 Ql を可逆熱機関Ｃを逆運転し高温熱源に汲み上げたとすると，熱効率は等しいので

1− Ql

Qhm
= 1− Ql

Qhc
　 ∴ Qhm = Qhc　 よって Wm = Wc

合成機関Ｍ＋Ｃは１サイクルの過程が終わったとき，仕事も熱も０となり外界に何も変化を残さないこと

になる。これは合成機関Ｍ＋Ｃが可逆機関であることを意味し，したがってその全ての過程は可逆であり，

機関Ｍは可逆機関となる。このことはまた可逆機関の熱効率より小さい熱効率の熱機関は不可逆機関であ

ることも意味する。なぜならもし可逆機関ならば熱効率が可逆機関の熱効率より小さいことはないからで

ある。

　可逆機関の熱効率は全て等しく，不可逆機関の熱効率は可逆機関の熱効率より小さい。

（Carnotの原理）
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3.4 Ｋｅｌｖｉｎの熱力学的温度

可逆サイクルの熱効率は全て等しく，高温熱源と低温熱源の温度のみによって決まる。Ｋｅｌｖｉｎは

この事実から逆に温度が定義できることに考えおよんだ。

　２つの熱源の温度 t1, t2 が決まっていれば，全ての可逆サイクルについて比 Q2/Q1 は決ま

る。よって
Q2

Q1
= f(t2, t1)

いま t2 < tm < t1なる温度 tmの熱源を中間に挿入して，t1と tm，tmと t2 の温度の熱源の間

に２つの可逆サイクルＣ１，Ｃ２を作動させると

η1 = 1− Qm

Q1
, η2 = 1− Q2

Qm

したがって
Qm

Q1
= f(tm, t1),

Q2

Qm
= f(t2, tm)

となる。等式
Q2

Q1
=

Qm

Q1
× Q2

Qm

より f(t2, t1) = f(tm, t1) · f(t2, tm) 　また f(tm, t1) =
1

f(t1, tm)
だから

f(t2, t1) =
f(t2, tm)

f(t1, tm)

t1, t2, tm に関わらず成り立つためには f(t2, t1)は

f(t2, t1) =
θ(t2)

θ(t1)

の形をしている。

これまでの議論で温度 tは温度の高低を順序づける指標にすぎなかった。すなわち高温熱源と低温熱源を常

に区別することができればよかった。温度は基本物理量（長さ，時間，質量）とは独立に決めることが出来

る。tの関数 θはこうした抽象的な温度の一つの表現と解釈できる。θ自身を温度と考えたとき，θを熱力学

的温度という。熱力学的温度は熱力学の基本法則の表現に適した温度指標である。水の３重点を 273.16K

にとるとこれは絶対温度Ｔと一致する。このとき可逆サイクルの熱効率は

ηc = 1− T2

T1
(3.1)

となる。

3.5 Ｃｌａｕｓｉｕｓの不等式

温度 Th, Tl の熱源の間で働く任意の熱機関の熱効率 ηは同じ熱源の間で作用する可逆機関の熱効率以下

である。
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η = 1− Ql

Qh
≤ 1− Tl

Th
(等号は可逆)

∴
Qh

Th
− Ql

Tl
≤ 0

.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..

.............

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................
..
..............
..

.............................................................
..
..............
..

.................................................................. .............
...熱機関M

熱源 Th

熱源 Tl

Qh

Ql

W = Qh −Ql

これまでは，機関Ｍが高温熱源から受ける熱量をQh(> 0)，低温熱源へ排出する熱量をQl(> 0)としてい

たが，以後，本来の系を中心とした表現に変える。すなわち

Qh −→ Q1, −Ql −→ Q2

と置き換えると
Q1

T1
+

Q2

T2
≤ 0 (等号は可逆サイクル)

機関は普通２つの熱源の間だけで作用するのでなく，多くの熱源間で作動する。上の式を一般に拡張しよ

う。

機関Ｍ（系Ｍと言い換えてもよい）が，温度

T1, T2, · · · , Tn のｎ個の熱源と次々に熱を交換

するサイクルを考える。それぞれの熱源と交換

する熱量をQ1, Q2, · · · , Qnとし，その符号は系

が吸収した場合を正とする。これに温度T0の補

助熱源とｎ個の各熱源の間に可逆カルノーサイ

クル C1, C2, · · · , Cn を附加し，T1, T2, · · · , Tn

の熱源へ Q1, Q2, · · · , Qn の熱量を放出する。
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熱機関M

熱源 T0

C1 C2 Cn· · ·

熱源 T1 熱源 T2 熱源 Tn· · ·

Q
(1)
0 Q

(2)
0 Q

(n)
0

Q1 Q2 Qn

Q1 Q2 Qn
.............
.............

.............

.............

.............

.............

.............

.............

.............

.............

.............

.............

　全体の系が１サイクルすると，ｎ個の熱源は最初の状態になる。他方温度 T0の補助熱源からはそれぞれ

Q
(1)
0 , Q

(2)
0 , · · · , Q(n)

0 の熱がとりだされる。その全熱量 Q0 は

Q0 =
∑

Q
(i)
0

また各可逆カルノーサイクルでは

Qi

Q
(i)
0

=
Ti

T0
∴ Q0 = T0

∑ Qi

Ti

結局，温度 T0の１つの熱源から熱量Q0がくみ出され，第一法則によってこのQ0が全て仕事に変換され

たことになる。Thomsonの原理によって，この Q0 は正ではありえない。すなわち Q0 ≤ 0. よって∑ Qi

Ti
≤ 0 (等号は可逆サイクルのみ)

さらに系が連続的に次々に温度 T の熱源と熱量 d--Qを交換するサイクルでは，

∮
d--Q
T

≤ 0 (等号は可逆サイクルのみ) (3.2)

(Ｃｌａｕｓｉｕｓの不等式)
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となる。いま可逆な１サイクルにわたる積分をＡ→ I→Ｂ→ II→Ａとすると∫
AIB

d--Q
T

+

∫
BIIA

d--Q
T

= 0（可逆）∫
AIB

d--Q
T

= −
∫
BIIA

d--Q
T

=

∫
AIIB

d--Q
T
（可逆）

これは可逆過程では，積分が積分路によらず，積分の両端の状態Ａ

と状態Ｂだけによることを示している。
..............
..............
.............
.............
.............
..............
..............
...............
................
...................
.........................
..............................................................

...................................................
...............................

........................
....................
..................
................
...............
.............
.............
............
...........

A

B
I

II

いま，過程 A→ B を可逆とし，
∫ B

A

d--Q
T

= f(A,B)とおくと，Ａ，Ｂの間にＡから可逆な

任意の状態Ｍを挿入して∫ B

A

d--Q
T

=

∫ M

A

d--Q
T

+

∫ B

M

d--Q
T

∴ f(A,B) = f(A,M) + f(M,B)

∫ M

A

d--Q
T

= −
∫ A

M

d--Q
T

(AMは可逆) ∴ f(A,M) = −f(M,A)

Ｍは任意だから常に１つの状態に固定すると

f(M,A) = S(A), f(M,B) = S(B)

とおける。したがって

f(A,B) = S(B)− S(A)

∫ B

A

d--Q
T

def
= S(B)− S(A) (可逆) (3.3)

または
d--Q
T

def
= dS (可逆) (3.4)

こうして決まるＳはエントロピー（entropy）とよばれ，状態のみの関数であるから内部エネルギーなどと

同じく状態量である。第一法則より
dU + pdV

T
= dS

したがって

dU = TdS − pdV （熱力学的恒等式） (3.5)

となる。（3.5）はエントロピーの定義式と見ることが出来る。

サイクルＡ→ I→Ｂ→ II→Ａにおいて，過程Ｂ→ II→Ａを可逆過程に選ぶと∫
AIB

d--Q
T
≤ −

∫
BIIA

d--Q
T

=

∫
AIIB

d--Q
T

= S(B)− S(A)

したがって，一般に

∫ B

A

d--Q
T
≤ S(B)− S(A) （等号は可逆）　　　　　 (3.6)
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となる。 また微小変化の時は

d--Q
T
≤ dS (等号は可逆)　　　　　 (3.7)

ある変化で熱のやりとりがないとき，即ち d--Q = 0のとき，

dS ≥ 0

このことは，

　系がどんな変化をしても孤立系のエントロピーは増大する（減少しない）

ことを示している。このエントロピー増大の法則を熱力学第２法則という。

　式（3.4）より，可逆変化での系の熱の出入りは d--Q = TdS となる。しばしば状態変化を T-S線図で表

現することがある。 循環過程では１サイクルの仕事は１サイクルの熱の流入に等しい。W = Q.
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エントロピーと熱力学第２法則の別の導入が C.Carathéodoryによって公理論的に行われた。Clausius の原理，ある
いは Thomson の原理の代わりに
　「任意の状態に対して，その状態から準静的断熱変化 (d--Q = 0)にては到達不可能な隣接した状態が必ず存在する。」

を原理とする。それによって d--Q の積分因子 1/T が存在し，
d--Q
T
が全微分であることを導く。（「熱力学と気体分子

運動論」パウリ物理学講座３，田中實訳，講談社に詳しい解説がある。）

　また，圧力 p をポテンシャル関数 F によって p = −
(
∂F
∂V

)
T

と表せるとして微視的に熱力学的恒等式を導くこと

も行われている。しかしこれはすでに F = U − TS によってエントロピーを定義したことと同じ事であり，何ら特別
の原理を用いたことには当たらない。（統計力学メモ　参照）

3.6 エントロピーの計算

エントロピーは可逆過程でさえあれば d--Q/T をいかなる経路で計算してもよい。当面，エントロピーは

基準の状態からの相対的な量のみに意味がある。ただし，後で，熱力学の第３法則によって，エントロピー

の絶対量が決まることを見る。ここでは，簡単な例について計算しておこう。

比熱 cを一定とした液体のエントロピーは

S(B) =

∫ B

A

d--Q
T

+ S(A) =

∫ B

A

cdT
T

+ S(A) = c log
TB

TA
+ S(A)

となる。

水の比熱を c = 1cal/Kgとすると 0℃と１００℃のエントロピー差は

∆S = 1[cal/Kg]× log 100 + 273.15
0 + 273.15

= 0.312[cal/Kg] = 1.306[J/Kg] = 23.5 [kJ/Kkmol]

となる。また０℃での水の融解熱を Qm = 80calとすると融解に伴うエントロピー変化は

∆S =
Qm

T
= 80

273.15
[cal/Kg] = 0.2931[cal/Kg] = 22.08[kJ/Kkmol]
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となる。

　理想気体についてもエントロピーを求めておく。第１法則 は

d--Q = dU + pdV （準静的）

だから，

dS = dU
T

+
pdV
T

理想気体を仮定すると

dS = cv
dT
T

+RdV
V

理想気体の定積比熱は，温度だけの関数だから，上式は変数分離で積分できる。さらに比熱も一定とし，基

準の状態 (T0, V0, p0)のエントロピーを S0 とすると

S = cv log (T/T0) +R log (V/V0) + S0 (3.8)

となる。比熱比（κ = cp/cv, cp = cv +R)を用いると

T
T0

=

(
V0

V

)κ−1

exp (
S − S0

cv
) (3.9)

また pV/T = p0V0/T0 (= R)より
p
p0

=

(
V0

V

)κ

exp (
S − S0

cv
) (3.10)

および

T
T0

=
(
p
p0

)κ− 1
κ exp (

S − S0
cp

) (3.11)

あるいは

S = cp log (T/T0)−R log (p/p0) + S0 (3.12)

がえられる。（3.10）は準静的な断熱変化のとき Poissonの式 (2.24)になる（断熱的であっても準静的でな

ければ S ̸= S0）。

3.7 標準エントロピー

　物質が固相，液相，気相と変化したときのエントロピーをまとめておこう。

固体 (比熱 cp(s)，融点 Tmp)
融解熱
∆Hf

液体 (比熱 cp(l)，沸点 Tbp)
気化熱
∆Hv

気体 (比熱 cp(g))

温度 T の気体のエントロピーは

S(T ) =

∫ Tmp

0

cp(s)
T

dT +
∆Hf

Tmp
+

∫ Tbp

Tmp

cp(l)
T

dT +
∆Hv

Tbp
+

∫ T

Tbp

cp(g)
T

dT (3.13)

ただし，右辺第１項の 0K近傍の値 cpは後述の熱力学第３法則をもとに (6.38)にしたがって計測値を外挿

した値を用いる。こうして求めたエントロピーを絶対エントロピーという。　これに対して，１気圧の標

準温度における絶対エントロピーを標準エントロピーという。物質のエントロピーは標準エントロピーと

それからの温度，圧力によるよる変化で表される。
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化学反応A+B=C+Dが標準状態でおこったとすると，そ

れぞれの標準エントロピーをS0(A), S0(B), S0(C), S0(D)

で表せば，反応のエントロピー変化は

∆S0 = S0(C) + S0(D)− S0(A)− S0(B)

となる。 .......
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Tmp Tbp T

S

0
0

∆Hf

Tmp

∆Hv

Tbp

固体

液体

気体

22◦Cにおける標準エントロピー（kJ/K·kmol)

物質 相 エントロピー 物質 相 エントロピー

Ag 固体 42.08 He 気体 126.0

C 固体（黒鉛） 5.73 H2 気体 130.6

C 固体（ダイヤモンド） 2.51 N2 気体 192.1

S 固体（斜方） 31.9 O2 気体 205.0

S 固体（単斜） 32.6 CO 気体 197.9

CaCO3 固体 92.9 CO2 気体 213.8

Hg 液体 76.02 HCl 気体 186.8

H2O 液体 69.9 NH4 気体 192.3

CH3OH 液体 126.8 CH4 気体 186.2

C3H6 液体 173.3 H6H6 気体 229.5

3.8 熱伝達

不可逆過程の１例として，温度 T1の部分系と温度 T2の部分系とが熱伝達が可能な媒体でつながってい

る系を考える。系２から系１への伝達熱量を d--Q1 とすると，それぞれの系のエントロピー変化は

dS1 =
d--Q1

T1

dS2 = −d--Q1

T2 .............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............

....................................................................................................................................
d--Q1

T1 T2

したがって全系のエントロピー変化は

dS = dS1 + dS2 = ( 1
T1
− 1

T2
)d--Q1 (3.14)

となる。 熱は高温部から低温部へ伝わるから

T1 < T2 のとき d--Q1 > 0, 1
T1
− 1

T2
> 0 ∴ dS > 0

T1 > T2 のとき d--Q1 < 0, 1
T1
− 1

T2
< 0 ∴ dS > 0

いずれの場合にも dS > 0．従って内部に温度差がある系のエントロピーは増大し，第２法則が確認され

る。熱伝達は，自発過程であり，低温部から高温部へ伝わるという逆過程は外界に変化を残すことなしに

（外界から仕事を与えないで）起こらないから不可逆過程である。増えたエントロピーはどこからか流入し

たのではなく，内部で生成されたのである。もし低温部と高温部の間に可逆カルノーサイクルを挿入する

と流れた熱量 d--Q1 の１部は仕事に変換される。
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d--W =
T2 − T1

T2
d--Q1 > 0

................................................................................................. .....................................................................................................................................................................
..
..............
..

d--Q1

T1 C T2

d--W

この仕事 d--W は不可逆に熱が伝達したことによって失われていたものである。したがって熱伝達による仕

事損失は

d--Wlost =
T2 − T1

T2
d--Q1

となる。一方エントロピー変化を書き換えると，

dS =
T2 − T1

T1T2
d--Q1 =

d--Wlost

T1

したがって

　 d--Wlost = T1dS (3.15)

仕事損失 d--Wlostは系内で生成されたエントロピーに比例し，しかも第２法則によって dS > 0であるから，

d--Wlost は常に正である。エントロピー変化は温度差に比例する。したがって大きな温度差の熱伝達は大き

な仕事損失をともなう。次節で（3.15）の関係はもっと一般的に成り立つことをみる。

3.9 エントロピー生成と仕事損失

不可逆過程ではエントロピーが増大し，逆にエントロピーが増大する過程は不可逆である。
可逆サイクル
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Th
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Th
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Wlost

可逆サイクルの熱効率は全てのサイクルの中で最大であり，したがって不可逆過程を含むサイクルは外部

仕事を損失する。これは循環過程に言えるだけでなく，熱伝達の時と同じく，不可逆過程のエントロピー

の増大の際の，状態変化にともなう外部仕事についても言えることをみよう。

　いま系が状態Ａ (U, S)に微小熱量 d--Qを加えて微小変化した状態Ｂ (U +dU, S +dS)になる過程をＡ→

Ｂとする。熱力学第１法則より

dU = d--Q− d--W (3.16)

熱力学第２法則 (Clausiusの不等式）より
d--Q

T (e)
≤ dS (3.17)

ここで少し注意が必要である。仕事は式（3.16）で系が外部にする仕事を正にとった。またClausiusの不等

式（3.17）の分母の温度 T (e)は系が熱を交換する熱源の温度であって，系の温度ではない。系と外界との

間に温度差のある熱伝達では不可逆であり，可逆過程では T (e)は系の温度 T に等しい。したがって系の変

化Ａ→Ｂを温度差のある熱伝達部と系の温度と同じ温度の外界からの熱の流入部に分けて考える。（3.17）

を変形して

( 1
T
− 1

T (e)
)d--Q+ dS − d--Q

T
≥ 0 (3.18)
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をえる。これは系と熱源を含めた合成系に対する第２法則になっている。第１項は熱伝達によるエントロ

ピー増加（3.14）に対応している。後半は系が系と同じ温度の熱源と熱量 d--Qを交換した過程Ａ→Ｂを経た

ときの，系のエントロピー変化と d--Q/T の差である。ここでも Clausiusの法則が成立しているはずだから

d--Q
T
≤ dS (3.19)

さて，過程Ａ→Ｂとは別に，始状態と終状態が過程Ａ→Ｂと同じで可逆な過程Ａ→Ｂを考える。過程Ａ→

Ｂが可逆過程だとすると

dU = d--Qrev − d--Wrev (3.20)

d--Qrev

T
= dS (3.21)

................................................................................... ...............
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(U, S)

B
(U + dU, S + dS)

d--Q

d--W

d--Wrev

d--Qrev

可逆

不可逆

すなわち，微小変化では，可逆過程での仕事ははじめと終わりの状態によって確定する。

d--Wrev = TdS − dU (3.22)

一方，過程Ａ→Ｂに不可逆過程を含んでいると，不等式（3.19）より

d--Q
T

= dS − dSgen (3.23)

とおくと，

dSgen ≥ 0 (3.24)

であり，dSgen は過程Ａ→Ｂで系の内部の不可逆過程によって生成されたエントロピーである。一方仕事

d--W は可逆過程で取り出せる仕事 d--Wrev のすべてを活用できるのでなく，その１部 d--Wlost が損失する。

dW = dWrev − dWlost (3.25)

（3.23），（3.25）より

dU = d--Q− d--W = T (dS − dSgen)− d--Wrev + d--Wlost

（3.22）を考慮すると

d--Wlost = TdSgen (3.26)

となる。（3.24）より仕事損失は常に正であり，系の温度と系の内部で生成されたエントロピーの積で表さ

れる。したがって（3.15）も含めて，次の関係が得られる。

　　系が外界と熱の交換をして変化したとき，系がする仕事の仕事損失は生成されたエントロピー

と系の温度の積に等しい
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3.10 エクセルギー

式（3.15）や（3.26）で表現された仕事損失は系が外界から影響を受けて変化したとき，系がすることが

出来た仕事の損失を表し，どれだけ損失するかは過程によって違う。ところが以下のように，系が外界に

することが出来る仕事の能力は，その系の状態によって決まっている。したがってある始状態からある終

状態への過程で系がすることの出来る仕事の最大値が決まり，それに対する損失を評価することが出来る。

　熱力学第１法則がエネルギーの量的つりあいを表しているのに対して，第２法則は変化の方向をしめし

ている。系がある状態Ａと，状態Ａから不可逆変化をして同じエネルギー（内部エネルギー）になった別

の状態Ｂを考えると，状態Ｂではエントロピーの増大にともなって仕事損失をうけているため，状態Ｂが

別の状態Ｃに可逆変化して取り出せる仕事は，状態Ａが状態Ｃに可逆変化して取り出せる仕事に比べ，ち

いさくなっている。第２法則はこのようにエネルギーの質についての法則でもある。このように質を考慮

したエネルギーを有効エネルギーまたはエクセルギー（ｅｘｅｒｇｙ）といい，以下のように定義する。

　　「系が外界と平衡状態になるまでに外部にする仕事の最大値」

外界は大気であったり海水とすることができる。したがってエクセルギーの定義には外界の温度，圧力，組

成などが含まれる。エクセルギーはその定義から常に正である。外界の温度，圧力を T0, p0 とし，図のよ

うなシリンダー内の温度，圧力，体積が T, p, V の作動物質が外界と平衡状態になるまでに外界にする仕事

をもとめる。
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微小体積変化 dV による外界が利用できる微小体積仕事 d--W1 は d--W1 = (p− p0)dV

一方，壁を通して出ていく熱 d--Qで外界との間に可逆カルノーサイクルを働かせて得られる仕事 d--W2 は

d--W2 =
T − T0

T
d--Q = −(T − T0)dS

となる。

d--W = d--W1 + d--W2 = (p− p0)dV − (T − T0)dS

= −(TdS − pdV ) + T0dS − p0dV

= −dU + T0dS − p0dV (3.27)

外界と平衡に達するまでに外界に取り出すことが出来る仕事は

W =

∫ p0,T0

p,T

d--W = −
∫ p0,T0

p,T

dU + T0

∫ p0,T0

p,T

dS − p0

∫ p0,T0

p,T

dV

= U − U0 − T0(S − S0)− p0(V0 − V )

となる。したがって系のエクセルギーＥは

E = U − U0 − T0(S − S0)− p0(V0 − V ) (3.28)
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となる。高温高圧のガスの場合のエクセルギーを pV面に表示する。

　図中，T ′, V ′ は (p, V, T )にあったガスを断熱的に圧力 p0 まで膨張したときの温度，体積である。
　 理想気体では，U(p0, V0, T0) = U(p′′, V ′′, T0)。

エクセルギーは断熱的に環境の圧力 p0 まで膨張したと

きの仕事

　　 Ea = U(p, V, T )− U(p0, V
′, T ′)− p0(V

′ − V )

だけでなく，環境温度までさらに膨張させたときの仕事

U(p0, V
′, T ′)−U(p0, V0, T0)+ p0(V

′−V0)−T0(S−S0)

を含んでいる。前者は燃焼ガスを作動ガスとする内燃

機関で取り出すことができるエネルギーに対応する。し

たがって内燃機関では燃焼ガスのエクセルギーを汲み尽

くすことができない。エクセルギーは言い換えれば循環

A → B → C → D → E → Aで取り出すことができる

仕事である。外燃機関であるスターリング機関は原理的

にエクセルギーをより広く利用することができる。 .......
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p

V V0 V ′ V ′′

(p, V, T )

A

B(p0, V ′, T ′)

(p′′, V ′′, T0)

C

DE

Ea

T0

adiabatic

p0(V0 − V )

T0(S − S0)

E = U(p, V, T )− U(p0, V0, T0)

−T0(S − S0)− p0(V0 − V )

過程A→ B → Cは断熱（等エントロピー），C → DはT = T0

の等温変化，D → E は等圧変化，E → Aは等積変化である。

T-S線図は右のようになる。

　今，外燃機関であるスターリング機関が注目されている。原

理的にエクセルギーをより広く利用することができるからであ

る。しかし，エクセルギー効率という観点だけでなく，外燃機

関は基本的にいわゆる粗悪燃料（エネルギー密度が低い，固形

などの形態で扱いにくい，不純物が多く含まれる，燃焼ガスの

なかに公害物質が多い，etc）に対応しやすい特性があり，循環

可能な社会への発展に寄与できる可能性が大きい。
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C
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E

Ea

　あらゆる系のエクセルギーは，その定義によって０以上である。系が環境と完全に平衡状態になったと

き，もはやその系は仕事をする能力を失ったことになる上記の高温高圧の気体以外にもエクセルギーには

いろいろな形態があり得る。

　しばしば「圧力のエクセルギー」が議論される。圧力 p，環境と等しい温度 T = T0の気体から外部に取

り出すことができる最大の仕事を圧力のエクセルギー Ep と定義すると，それは p，T = T0 から可逆的に

（したがって等温的に）環境の圧力まで変化したときに取り出すことができる仕事だから

Ep =

∫ V0

V

(p− p0)dV, T = T0 (3.29)

となる。ここで有用な仕事から外界を圧力 p0で排除する仕事 p0dV は除かれている。理想気体 pV = RT0

を仮定すると

V =
RT0
p , dV = −RT0

p2
dp, Ep = RT0

∫ p

p0

(1p −
p0
p2

)dp

より

Ep = RT0

{
log

p
p0
− (1− p0

p )
}

(3.30)

となる。これは一般的なエクセルギーの式 (3.28)で T = T0 のときに対応する。また単位体積当たりのエ

クセルギー ep は

ep = Ep/V = p log
p
p0
− (p− p0) (3.31)
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となる。環境と等しい圧力 p = p0 では圧力のエクセルギーは０である。また 1m3 の真空 (p = 0)のエク

セルギーは ep = p0 =0.101325MPa=101.325kJ/m3 である。

（3.28）で求めたエクセルギーは系のエクセルギーであり，いいかえれば物質のエクセルギーである。こ

れはエネルギーの場合，内部エネルギーに相当し，物質の移動にともなうエンタルピーに相当する有効エ

ネルギーは移動による仕事を加えた

E + (p− p0)V = U + pV − U0 − p0V0 − T0(S − S0)

= H −H0 − T0(S − S0)

が対応する。よって流動のエクセルギーは次式となる。

E = H −H0 − T0(S − S0) (3.32)

エクセルギーの式 (3.28)と式 (3.32)の関係は，系のエネルギーの U(内部エネルギー)とH(エンタルピー)

の関係に対応する。

3.11 熱交換器

　同一物質でできている，異なる温度 T1.T2の２つの物体（質量m1,m2）を一定の圧力のもとで熱平衡に

なるまで接触させたとき，エントロピーの変化をもとめてみよう。熱平衡になった全体の系（質量m1+m2）

の温度 T3 は，定圧比熱 cp（比熱とエネルギーの関係は次章）を一定とすると

T3 =
m1T1 +m2T2

m1 +m2
(3.33)

したがって平衡になるまでのエントロピー変化は

∆S =

∫ T3

T1

d--Q1

T
+

∫ T3

T2

d--Q2

T
= m1

∫ T3

T1

cpdT
T

+m2

∫ T3

T2

cpdT
T

= m1cp log
T3

T1
+m2cp log

T3

T2
(3.34)

とくにm1 = m2 = mのとき

T3 =
T1 + T2

2
, ∆S = mcp log

T 2
3

T1T2
= 2mcp log

T1 + T2

2√
T1T2

≥ 0

m1 ̸= m2 のときは 少し複雑である。　一般に

∆S ≥ 0 (等号は T1 = T2またはm1m2 = 0にかぎる) (3.35)

　が成り立つ。

　 (3.35) の略解 x = T2/T1 とおいて

f(x,m1,m2) =
∆S
cp

= m1 log
m1 +m2x
m1 +m2

+m2 log
m1/x+m2

m1 +m2
= (m1 +m2) log

m1 +m2x
m1 +m2

−m2 log x

df
dx

=
m1m2(x− 1)

(m1 +m2x)x

m1m2 ̸= 0 のとき，x = 1 で f(x,m1,m2) は最小値 0 となる。m1m2 = 0 のときは f(x,m1,m2) は 0。
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したがって熱交換過程はエントロピー増大過程であり，不可逆過程である。

　ここで温度 T で，圧力が外界と同じ p0で密度変化のない物体（液体を想定）のエクセルギーを求めてお

く。公式（3.28）から直ちに得られるが確認のため定義にしたがって導く。等圧比熱 cpを一定とし，質量

をmとすると，この物体が温度 T0 の外界と熱平衡状態になるまでにする事が出来る仕事がエクセルギー

だから

E =

∫ T0

T

T − T0

T
d--Q

=

∫ T0

T

T − T0

T
(−mcpdT )

= −mcp

∫ T0

T

(1− T0

T
)dT

E = mcp

{
(T − T0)− T0 log

T
T0

}
(3.36)

.........................................................
..
..............
..

.........................................................
..
..............
..

.................................................................................................................................. .............
...

.............

...................................................................................................................................................................................................................................................................

C

T0

d--W

d--Q

T, p0

m, cp =一定

（3.36）はしばしば「熱のエクセルギー」とよばれ，一般的な流動のエクセルギーの式（3.32）での p = p0

に対応する。（3.36）を熱交換器に適用すると，熱伝達によるエクセルギーの変化は

∆E = 2mcp

{
(T3 − T0)− T0 log

T3

T0

}
−mcp

{
(T1 − T0)− T0 log

T1

T0

}
−mcp

{
(T2 − T0)− T0 log

T2

T0

}
= −mcpT0

(
log

T3

T1
+ log

T3

T2

)
= −T0∆S ≤ 0 (3.37)

となる。熱交換によってエクセルギーが減少することは，そこから取り出せる仕事が減少するという意味

で損失である。そのため通常，熱交換機は図（ａ）ではなく図（ｂ）のように設計される（家庭のガス湯

沸かし器を想定せよ）。

............................................................................................................................................................................................................................. .............
...

............................................................................................................................................................................................................................. .............
...

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
(a)

T1,m

T2,m

T3

T3

............................................................................................................................................................................................................................. .............
...

.............................................................................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
(b)

T1,m

T1

T2

T2,m

（ａ）では常に温度差があり，高温部から低温部への熱の流れにともなって系のエントロピーは増大してい

る。一方（ｂ）では流れが逆のため，接している部分では常に温度が同じであり，熱交換にエントロピーは

増大しない。（ｂ）では熱学的に合理的ではあるが，熱交換の速さは温度差に比例する（熱伝導は温度勾配

に比例する・・・フーリエの熱伝導の法則）から，温度差０の熱交換には無限大の時間を要することになる。

　（3.37）のエクセルギーの損失がエントロピーの増加と外界の温度 T0の積であるという性質は一般的で

ある。

孤立系においては，エネルギーとして熱 d--Q，仕事 d--W の流れがなく，また物質の出入りもない。

dU = 0 (3.38)

したがって（3.28）より

dE = −T0dS (3.39)

エクセルギーは系の内部でのエントロピー増大に比例して減少する。

開いた系の一般的な取り扱い（Gouy-Stodora の定理)は後で議論する。
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3.12 熱ポンプ，冷凍機

　熱機関を逆回転させて，低温熱源から高温熱源に熱を移動させる装置をヒートポンプという。

高温熱源の温度を Th，低温熱源の温度を Tl，低温熱源から

奪われる熱量をQl，高温熱源に排出される熱量をQl，外部

からされる仕事をW とするとき，Qh = Ql + W の関係が

ある。ヒートポンプは低温熱源が環境を設定しており，効率

は成績係数 ηh で評価できる。
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............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.............

.............

.............

........................

................

.............

.............

.............

........................

................

...................................................................ヒートポンプ

高温熱源 Th

低温熱源 Tl

Qh = Ql +W

Ql

W

ηh =
Qh

W
(3.40)

同じ熱源間で可逆カルノーサイクルを，仕事Wcを取り出し，低温熱源にQlと同じ熱量を排出するように

働かると，その効率は

Wc

Wc +Ql
=

Th − Tl

Th
, したがって

Ql

Wc
+ 1 =

Th

Th − Tl
(3.41)

となる。ヒートポンプとこの可逆カルノーサイクルの合成サイクルを考えるとトムソンの原理からW ≥Wc

となるから

ηh =
Ql +W

W
=

Ql

W
+ 1 ≤ Ql

Wc
+ 1 (3.42)

したがって

1 ≤ ηh ≤
Th

Th − Tl
(3.43)

が成り立つ。電熱器では ηh = 1.0が成立し，ヒートポンプは投入するエクセルギーを有効に利用する方法

となっている。

　全く同じことであるが，ヒートポンプを低温熱源から熱を奪うことに注目すると冷凍機になる。冷凍機

の成績係数 ηf は

ηf =
Ql

W
(3.44)

で定義される。(3.42)より

ηf =
Ql

W
=

Ql +W
W

− 1 = ηh − 1

となるから

0 ≤ ηf ≤
Tl

Th − Tl
(3.45)

である。

　ここで，ちょっと問題を。

1 -3℃の戸外から+22℃の屋内に熱をもたらすヒートポンプの成績係数はどんな範囲にあ

るか。

ηh ≤
Th

Th − Tl
= (273.15 + 22)/(22 + 3) = 11.8

　屋内外の温度差があまり大きくないとき，良く整備されたヒートポンプは暖房に極めて

有効である。環境温度として，地下水を用いる場合などは，真冬の暖房に有効である。

2 気温-3℃と+27℃の間で作動するカルノーサイクルの効率と同じ効率で作動する冷蔵庫

の成績係数はいくらか。

　 ηf =
Tl

Th − Tl
= (273.15− 3)/(27 + 3) = 9.00
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第4章 実在気体

4.1 相変化

水には液体と，氷の固体，水蒸気の気体の三態がある。他の物質にも同じように三体がある。このこと

は実在気体が理想気体ではないことを物語っている。理想気体は全ての温度で理想気体の方程式にしたが

うからである。気体，液体，固体の違いを温度などの状態と区別して，気相，液相，固相という。相変化

は不連続な状態変化と考えられる。相変化にともなって，分子の相互の関係が変わり，熱の出入りがある。
　固相から液相，液相から気相への相変化はそれぞれ融解，

気化といい，相変化で吸収する熱を潜熱（latent heat）とい

い，融解では融解の潜熱（融解熱），気化では気化の潜熱（気

化熱）という。固相は分子間の相互作用が相対位置を一定に

たもち，マクロにみても形が変化しない。液相は分子間の相

互作用が相対距離を一定にたもち，マクロにみると体積は一

定だが形は自由に変わる。気相では各分子は自由に相対位置

が変わる。　
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冷却 ∆Q < 0

加熱 ∆Q > 0

固相から液相，液相から気相への相変化にともなって分子の取りえる状態数は飛躍的に増大する。したがっ

てエントロピーも増大している。相変化によるエントロピーの変化量∆S はそれぞれの潜熱∆Qとそのと

きの温度 T の比で求めることができる。

∆S =
∆Q
T

(4.1)

水の状態変化については，０℃より低温の氷を

一定の割合で加熱する，という設定で小学生の

時から知っている。
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100 ℃

0 ℃ 固相＋液相

液相＋気相

−→ 加熱

相変化の例として気相と液相の関係をもう少し詳しくみておこう。液体の水を容器にいれて，圧力一定の

条件を与えるためピストンに一定の錘りをのせておく。

容器を熱すると液体はわずかに膨張しながら温度が上

昇し，沸点に達すると加熱した熱量は気化熱として吸

収され，全ての液体が蒸気に変わるまで体積は膨張し，

温度は変わらない。
［圧力一定のもとでの加熱］
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蒸気

全てが気化したあと，さらに加熱すると蒸気は熱せられ（過熱蒸気），温度上昇と共に体積も膨張するこ

とはよく知っている。蒸気と液体が共存しているとき，この蒸気を飽和蒸気（saturated vapor）という。

液体が微粒子になって飽和蒸気と同じ温度，圧力の液体が混在している状況を湿り蒸気（wet vapor）とい

い，液体部分を全く含まない飽和蒸気または過熱蒸気を乾き蒸気（dry vapor）ということもある。 飽和

蒸気の圧力を飽和蒸気圧（saturated pressure）といい，上の考察より温度だけの関数である。１００℃の

水の飽和蒸気圧は約１気圧である。温度と飽和蒸気圧の関係をグラフに表したものを蒸気圧曲線または簡

単に蒸発曲線という。

　次に温度一定の条件で圧力を変えたらどうなるかを見てみよう。温度一定に保つため容器を一定温度の
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熱源に接触させつつ，ピストンの錘りを変えて，圧力を変化させる。圧力の減少にしたがって，液体の体

積はわずかに膨張する。またこの間，系はわずかに熱を吸収する。さらに圧力を減少させ，温度によって

決まる飽和蒸気圧 psにたっすると，液体の中の高速で運動している分子がピストンを押し上げ，蒸気が占

める空間ができる。ここでは液面を飛び出す分子の数と液体中に入る蒸気の分子の数が平衡している。

　熱の供給が続くと，熱は気化熱として液体が蒸気に変わるのに利用され，同じ温度，同じ圧力のもとで，

蒸気の占める割合が増加し，ついに全て蒸気に変わる。圧力を psからさらに減少させると，蒸気は膨張す

る。このとき，温度一定だから，膨張によってした仕事に相当するエネルギーは熱として吸収している。

［温度一定の条件のもとでの変化］
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　こうして各温度に対してｐＶ図を描いていく。液相と蒸気相の共存状態では，温度が高くなるにしたがっ

て，分子運動は激しくなり，蒸気圧は上昇し，蒸気相と液相の分子密度が接近する。さらに高温になると

液相と蒸気相の区別が出来ない臨界点（critical point）にたっし，蒸発の潜熱は０になり，それより高温

ではもはや液相が存在できない領域となる。臨界点での温度を臨界温度 Tc，圧力を臨界圧力 pc，体積を臨

界体積 Vcという。臨界温度より高温の蒸気のみを気体とよぶこともある。したがって蒸発曲線の温度の上

端は臨界温度 Tcである。　気相と液相の場合と同じように，液相と固相の共存域は融解曲線で，気相と固

相の共存域を昇華曲線という。蒸発曲線，融解曲線，昇華曲線は論理的に１点で交わる。これを三重点と

いう。

　　　　　　　　水の三重点　　 T3 =0.0098℃ p3 =4.58mmHg

蒸発，融解，昇華曲線
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蒸気プラントは水の気相，液相の相転移を巧みに利用した熱機関である。

図は工学で用いられる蒸気プラントの機構図である。

給水ポンプで加圧された高圧水はボイラで加熱され高

温高圧の過熱蒸気となる。過熱蒸気はタービンを通し

て断熱膨張させて仕事を取り出す。低温，低圧になっ

た蒸気は復水器で液体に凝縮し，給水ポンプで断熱圧

縮する。この蒸気プラントの基本サイクルをランキン

サイクル（Rankine cycle）という。 ................................................................................
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　ランキンサイクルはＰ－Ｖ図よりＴ－Ｓ図を用いた

方が分かりやすい。給水ポンプによる加圧 1⃝ → 2⃝
は等エントロピー，ボイラーおよび過熱器による加熱
2⃝→ 5⃝は， 2⃝→ 3⃝の液相での定圧， 3⃝→ 4⃝の湿
り蒸気での等温定圧， 4⃝→ 5⃝の気相での定圧加熱に
分離できる。 5⃝→ 6⃝のタービンでは断熱膨張によっ
て仕事が取り出される。復水器 6⃝ → 1⃝では定圧放
熱である。
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...........
......
.....
....
....
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
.......
.........
...
.....
............

..........................................................................................................................................

..............
.............
.............
............
............
............
............
............
............
.............
.............
........ .................

...............
..............
.............
.............
.............
..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..........

..

.........................................................

T

S

T0
飽和蒸気線飽和液線

臨界点
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6⃝

タービンで取り出す仕事は wt = H5 −H6 であるが，ポンプに仕事 wp = H2 −H1 が使われる。供給熱

量は q = H5 −H2，復水器で捨てられる熱量は q0 = H6 −H1 である。したがって，ランキンサイクルの

理論熱効率は

η =
wt − wp

q = 1− H6 −H1

H5 −H2
= 1− q0

q (4.2)

である。ボイラーでの加熱過程 2⃝ → 5⃝ において定圧比熱が変わらないと近似すると，平均温度 Tm

は dq = TdS から Tm =
H5 −H2

S5 − S2
= (T5 − T2)/(log T5 − log T2) と定義できる（対数平均という）。

q = Tm(S5 − S2)，q0 = T0(S6 − S1)から η = 1− T0

Tm
が成立し，熱効率はカルノーサイクルと同様に高温

熱源の温度に支配されることがわかる。

　状態方程式は複雑で計測値をグラフ（Ｈ－Ｓ線図など）や蒸気表などとしてあらかじめ準備せざるを得

ない。

4.2 ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｗａａｌｓ　の状態方程式

実在気体も高温，希薄の条件では理想気体の状態方程式に従うと考えられるが，蒸発曲線に近い領域で

は理想気体から離れてくる。状態方程式 f(p, T, V ) = 0は，T − V 平面上の各点での p軸方向の高さを与

える，すなわち T − V − p空間の１つの曲面を与える。相変化を含む実在気体の複雑な状態方程式を簡単

な一つの関数で表現することは困難である。実用上は，例えば水の場合，蒸気表といわれる計測データ表

を用いる。しかしここでは以下の議論の助けとするため，実在気体を定性的に表現する ｖａｎ ｄｅｒ　

Ｗａａｌｓの状態方程式を見ておこう。

(p+
a

V 2 )(V − b) = RT (4.3)

van der Waals は分子論的な考察から（4.3）を導いた

といわれる。圧力の補正は分子密度の二乗に比例する

項で，パラメーター aは分子間の相互作用の強さを表

す。また体積の補正のパラメター bは分子の体積を考

慮するためである。実在気体の等温線は気相液相の共

存域即ち飽和領域では p = psの線分となる。一方 van

der Waals 等温線では飽和領域に対応する部分に，圧

縮にたいして圧力が低下する部分がある。
van der Waals 曲線 (模式図)

圧
力
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.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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..........................................................................................................................................................................
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C

これは後で議論する系の安定性に矛盾し，ありえない。
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したがって van der Waals 等温線では，飽和領域を

条件 ∫ VD

VA

(p− ps)dV = 0 (4.4)

で求めることにする。これは VA → p→ VD → ps →
VA のサイクルで仕事を取り出すことが出来ないこと

に対応する。すなわち，van der Waals 等温線と飽和

蒸気圧線 p = ps で囲まれた２つの面積が等しいこと

になり，「等面積の規則」と呼ばれる。
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

van der Waals 等温線 (水)
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10

20

30

40

圧
力

MPa

............................................................................................................................................................
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..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................................................................................

（a = 580000Nm4/(kmol)2）
（b = 0.0319m3/kmol）

水

T = 540K

T = 720K

m3

温度が高くなるにしたがって，飽和領域が狭くなり，臨界温度 Tcでは van der Waals 等温線は１点に収

束する。 したがって臨界点では次の条件が成り立つ。(
∂p
∂V

)
Tc

= 0,

(
∂2p

∂V 2

)
Tc

= 0 (4.5)

(4.3)より p = RT
V − b

− a
V 2　したがって

(
∂p
∂V

)
T

= − RT
(V − b)2

+ 2a
V 3

また

(
∂2p

∂V 2

)
T

= 2RT
(V − b)3

− 6a
V 4

（4.5）に代入して

pc =
a

27b2
, Vc = 3b, Tc =

8a
27bR

(4.6)

van der Waals の状態方程式にしたがえば，次の無次元量

RTc

PcVc
= 8

3
= 2.67 (4.7)

をえる。この臨界比は気体によらず，van der Waalsの状態方程式がどの程度実在気体を再現するかをチェッ

クするのにやくだつ。

4.3 Ｊｏｕｌｅ　の実験

断熱自由膨張といわれるＪｏｕｌｅの実験（Ｇａｙ－Ｌｕｓｓａｃの実験）をみよう。図のように外界

から熱的に遮断された容器を２つに分け一方に気体を入れ，他方は真空にしておく。コックを開いて気体

を真空容器側に膨張させる。このとき気体は外部に仕事をしない。この過程は断熱自由膨張といわれ，

d--Q = 0, d--W = 0

だから内部エネルギーは変化しない。

dU = 0 (4.8)

.....................................................................................................................................................................................................................................
................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................

.............

.............

.............

.............

.......
.....................................................................................................................................気体 真空

コック

実験は膨張前の温度と膨張後の温度を測定することである。Joule の測定結果では前後の温度変化はな

かった。

dT = 0 （Jouleの測定） (4.9)
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この意味することを考えてみよう。内部エネルギーを U(T, V )とすると

dU =

(
∂U
∂T

)
V

dT +

(
∂U
∂V

)
T

dV

後で見るように (∂U
∂T

)V = cv（定積比熱）だから，Jouleの実験では

0 = cvdT +

(
∂U
∂V

)
T

dV (4.10)

となる。断熱自由膨張の結果 dT = 0ということは(
∂U
∂V

)
T

= 0 (4.11)

すなわち内部エネルギーは体積によらず温度だけの関数であることを意味する。これは理想気体を取り扱

うときの付加的な仮定であった。

　一般に自由膨張過程における体積変化に対する温度変化の割合は（4.10）より(
∂T
∂V

)
U

= − 1
cv

(
∂U
∂V

)
T

(4.12)

となる。これを状態方程式を用いて計算してみよう。

準静的変化とすると第１法則は d--Q = dU + pdV =

(
∂U
∂T

)
V

dT +

{(
∂U
∂V

)
T

+ p

}
dV

dS = d--Q/T（可逆）より dS = 1
T

(
∂U
∂T

)
V

dT + 1
T

{(
∂U
∂V

)
T

+ p

}
dV

また S = S(T, V )であるから dS =

(
∂S
∂T

)
V

dT +

(
∂S
∂V

)
T

dV

２つを比較して
(
∂S
∂T

)
V

= 1
T

(
∂U
∂T

)
V

,

(
∂S
∂V

)
T

= 1
T

{(
∂U
∂V

)
T

+ p

}
エントロピーは状態量であり，つぎの積分可能条件がなりたつ。{

∂
∂V

(
∂S
∂T

)
V

}
T

=

{
∂
∂T

(
∂S
∂V

)
T

}
V

(4.13)

これに代入して次の結果が得られる。(
∂U
∂V

)
T

= T

(
∂p
∂T

)
V

− p (4.14)

右辺は状態方程式が与えられると計算でき，（4.14）は熱力学的状態方程式とよばれる。

　したがって（4.12）の温度変化の割合は状態方程式から求めることができる。(
∂T
∂V

)
U

= − 1
cv
{T
(
∂p
∂T

)
V

− p} = −T 2

cv

(
∂(p/T )
∂T

)
V

(4.15)

理想気体（pV = RT）では，簡単な計算により（4.14）の右辺が０になることがわかる。したがって理想

気体では断熱自由膨張での温度変化はない。有限体積変化では

Tf − Ti = −
∫ Vf

Vi

1
cv

(
∂U
∂V

)
T

dV (4.16)
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実在気体の例として，van der Waals 気体を考える。p = RT
V − b

− a
V 2 より(

∂U
∂V

)
T

= T

(
∂p
∂T

)
V

− p = a
V 2 (4.17)

（4.17）を（4.16）に代入し，cv =一定を仮定して

Tf − Ti = −
∫ Vf

Vi

1
cv
· a
V 2 dV = a

cv
( 1
Vf
− 1

Vi
)

膨張だから Vi < Vf ，したがって

Tf − Ti < 0

aは分子間の相互作用を表す。温度降下は束縛エネルギーを解放し体積膨張するために熱エネルギーが使

われたことに相当する。１ kmolのＣＯ 2 が２m3 から４m3 に膨張したときの温度降下をもとめよう。

a = 3.7×105Nm4/(kmol)2, cv = 3.38R = 3.38×8.31×103J/(kmol·K), Vi = 2m3, Vf = 4m3　

Tf − Ti = −3度

これは１０気圧からの膨張に対応するが，より低圧例えば常温２気圧の空気を２倍に膨張しても 0.4度程

度の温度降下があるだけである。Jouleの実験では容器と気体の温度平衡の後，コックを開いて膨張後，容

器内の気体が温度平衡に達してから温度をはかる。この過程で容器から熱が気体に移動し，温度降下が十

分に確認しにくいという欠点があった。

4.4 Ｊｏｕｌｅ－Ｔｈｏｍｓｏｎ　の実験

Joule はその後 Thomsonと細孔栓実験とよばれる実験をおこなった。
管を多孔質の細孔栓で仕切って，その両側の圧

力がそれぞれ一定になるようにピストンを働か

せ，高圧側の気体を低圧側に全て移すとする。

高圧側の圧力を pi，はじめの体積を Viとし，低

圧側の圧力を pf，気体が全て低圧側に移った後

の低圧側の体積を Vf とする。管は外界から完

全に断熱されているとする。Q = 0.
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... .......................................................................................................... .............
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.................................................................................
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.................................................................................
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pi pf
高圧 低圧

多孔質の細孔栓

第１法則より

Uf − Ui = −W, −W = −
∫ 0

Vi

pdV −
∫ Vf

0

pdV = piVi − pfVf

よって Ui + piVi = Uf + pfVf

エンタルピーH,すなわちH = U + pV を用いると，結局 Joule-Thomsonの実験は

Hi = Hf (4.18)

となる。実験でもし温度変化がなく，理想気体の状態方程式に従うと仮定すると，pV が一定となり，した

がって内部エネルギーが圧力によらず一定であることになる。

Jouleの実験と同じように温度変化を計算する式を求めてみよう。エンタルピーをH(T, p)とすると

dH =

(
∂H
∂T

)
p

dT +

(
∂H
∂p

)
T

dp
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であるから，定圧比熱
(
∂H
∂T

)
p

= cp及び（4.18）から dH = 0を用いると細孔栓実験で圧力変化に対する

温度変化の割合は

µ =

(
∂T
∂p

)
H

= − 1
cp

(
∂H
∂p

)
T

(4.19)

となる。µを Joule-Thomson係数という。（4.14）と同じようにエントロピーの積分可能条件を用いると(
∂H
∂p

)
T

= V − T

(
∂V
∂T

)
p

(4.20)

がえられる。各自（4.20）を証明しておこう。（4.20）の右辺は状態方程式から計算できる。この（4.20）も

熱力学的状態方程式とよばれる。

　したがって Joule-Thomson係数 µを

µ = − 1
cp
{V − T

(
∂V
∂T

)
p

} = T 2

cp

(
∂(V/T )
∂T

)
p

(4.21)

で定義すると， 1
V

(
∂V
∂T

)
p

= α(膨張率) を用いて

µ = −V
cp

(1− αT ) (4.22)

となる。　理想気体では
(
∂H
∂p

)
T

= 0 が得られ，細孔栓実験では温度変化がないことがわかる。

　実在気体の場合は，膨張率はデータ表に列挙されているが，ここでは van der Waals 気体 を用いて

Joule-Thomson係数を調べてみよう。

van der Waals 気体 p = RT
V − b

− a

V 2 の両辺を微分して

dp =
R0

V − b
dT − RT

(V − b)2
dV +

2a

V 3 dV,

(
∂V
∂T

)
p

=
R/(V − b)

RT/(V − b)2 − 2a/V 3

（4.21）に代入して， µ = − 1
cp
{V −(V −b) 1

1− 2a(V − b)2/RTV 3 } ≈ −
1
cp
{b− 1

RT
· 2a(V − b)3

V 3

µ ≈ − 1
cp
· 1
RT

(bRT − 2a) (4.23)

（4.23）より，十分低温では µ > 0，したがって膨張（dp < 0）のとき温度降下が起こることがわかる。温

度降下と温度上昇の境界点を逆転温度といい，（4.11）より van der Waals 気体を仮定すると Tinv = 2a/Rb

となる。

水素ガスについて

a = 24.8×103Nm4/(kmol)2, b = 0.0266m3/kmol, R = 8.31×103J/(kmol· K) → Tinv ≈ 224K

データでは Tinv = 193K

全ての気体は逆転温度以下では Joule-Thomson 膨張で温度降下がおこり，気体の液化に利用される。

4.5 理想気体

これまでの議論を要約すると

Jouleの実験（断熱自由膨張　 dU = 0） において

理想気体では
(
∂U
∂V

)
T

= 0 (4.24)
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Joule-Thomsonの実験（細孔栓実験 dH = 0）において

理想気体では
(
∂H
∂p

)
T

= 0 (4.25)

がえられた。また Jouleの実験での温度降下は分子間力の効果であること，同じく Joule-Thomsonの実験

でも分子間力によって温度降下が起こるがそれは逆転温度以下の時であることを学んだ。理想気体の方程

式は各分子を完全弾性衝突をする大きさのない粒子と考えて導いた。この条件に希薄な単原子分子気体が

ほぼ完全に対応する。したがって逆にいかなる熱力学的条件が理想気体の状態方程式をもたらすのかが問

題となる。以下で条件（4.24），（4.25）が理想気体の十分条件でもあることをしめしてみよう。

　　２つの熱力学的状態方程式(
∂U
∂V

)
T

= T

(
∂p
∂T

)
V

− p (4.14),

(
∂H
∂p

)
T

= V − T

(
∂V
∂T

)
p

(4.20)

と条件（4.24），（4.25）より (
∂p
∂T

)
V

=
p
T
,

(
∂V
∂T

)
p

= V
T

(4.26)

ここで p = p(T, V )とすると

dp =

(
∂p
∂T

)
V

dT +

(
∂p
∂V

)
T

dV (4.27)

（4.27）を積分するためには
(

∂p
∂V

)
T

を必要とする。このため一般の偏微分の公式

(
∂p
∂V

)
T

= −
(
∂p
∂T

)
V

/

(
∂V
∂T

)
p

(4.28)

に（4.26）を代入して (
∂p
∂V

)
T

= − p
V

(4.29)

をえる。（4.26），（4.29）を（4.27）に代入して

dp = − p
V
dV +

p
T
dT,

dp
p + dV

V
= dT

T

両辺を積分して

log p+ log V = log T + c, log (pV/T ) = c

pV = aT (4.30)

c, aは定数で，a = Rとすると（4.30）は理想気体の状態方程式である。よって（4.24），（4.25）は理想気

体の必要十分条件である。

4.6 比熱，膨張率，圧縮率

これまでの議論を比熱をキーワードとしてまとめておこう。系に熱を与えると系の温度が上昇する。温

度上昇に対する加えた熱量の割合を比熱（specific heat）という。しかし同じ温度変化をするにも，系を体

積一定にした場合と，圧力一定にした場合とでは加える熱量が変わる。圧力一定の時は，熱を加えると体
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積が膨張し加えた熱が体積仕事に使われ，温度上昇が少なくなる。体積一定での比熱を定積比熱，圧力一

定のもとでの比熱を定圧比熱という。

cv = lim
∆T→0

(
∆Q
∆T

)
V=const

= T

(
∂S
∂T

)
V

, cp = lim
∆T→0

(
∆Q
∆T

)
p=const

= T

(
∂S
∂T

)
p

(4.31)

また膨張率，圧縮率を定義しておこう。

α = 1
V

(
∂V
∂T

)
p

: 膨張率 (4.32)

βT = − 1
V

(
∂V
∂p

)
T

: 等温圧縮率 , βS = − 1
V

(
∂V
∂p

)
S

: 断熱圧縮率 (4.33)

第１法則より

d--Q = dU + pdV = dH − V dp

定積比熱 cv では dV = 0で d--Q = dU，定圧比熱 cp では dp = 0で d--Q = dH。したがって

cv =

(
∂U
∂T

)
V

, cp =

(
∂H
∂T

)
p

(4.34)

となる。定圧比熱 cp と定積比熱 cv の比を比熱比（specific heat ratio）という。

κ =
cp
cv

(4.35)

cv, cp の関係を求めてみよう。

cp =

(
∂U
∂T

)
p

+ p

(
∂V
∂T

)
p

U

T V

T, p

......................
......................
......................
....................
................

......................
......................

......................
....................................

.....................
.....................

.....................
..................................

.....................
.....................
.....................
..................
................

U = U(T, V )とすると，
(
∂U
∂T

)
p

=

(
∂U
∂T

)
V

+

(
∂U
∂V

)
T

·
(
∂V
∂T

)
p

となるから，

cp − cv =

{(
∂U
∂V

)
T

+ p

}(
∂V
∂T

)
p

(4.36)

（4.36）に熱力学的状態方程式（4.14）と恒等式
(
∂p
∂T

)
V

= −
(

∂p
∂V

)
T

(
∂V
∂T

)
p

を考慮すると

cp − cv = −T

{(
∂V
∂T

)
p

}2(
∂p
∂V

)
T

(4.37)

となる。後での安定性の条件 (5.35)，(5.38)より cv > 0，
(

∂p
∂V

)
T

< 0，したがって

cp > cv > 0， また κ > 1. (4.38)

理想気体では（4.24）より (
∂U
∂V

)
T

= 0, ∴ U = U(T ), cv = cv(T )

また式（4.36）に状態方程式をいれて

cp − cv = R (Ｍａｙｅｒの関係式) (4.39)
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van der Waals 気体では (
∂U
∂V

)
T

=
a

V 2 ,

(
∂V
∂T

)
p

=
R/(V − b)2

RT/(V − b)2 − 2a/V 3

を（4.36）に代入して

cp − cv = R · RT/(V − b)2

RT/(V − b)2 − 2a/V 3 (4.40)

（4.40）より臨界温度以上では cp − cv > R。また臨界点では右辺は発散することがわかる。

He，Arなどの単原子気体，H2，N2，O2 などの２原子分子気体，H2O，CO2，CH4 などの３原子以上の

多原子気体も常温では理想気体に近い振る舞いをする。理想気体の比熱は一般に温度の関数であるが，さ

らに比熱も一定と狭義に定義することもある。それに対し，理想気体の方程式にしたがうが，比熱が温度

によって変化する気体を特に半理想気体ということもある。計測によると近似的に

単原子気体: cv = 3
2
R, ２原子気体: cv = 5

2
R, 多原子気体: cv = 6

2
R

となる。これは理想気体の分子運動の自由度１あたり，1
2
RT のエネルギーが配分されることを意味する。

単原子では並進の自由度３，２原子分子では並進の自由度３の他に，回転の自由度が２ある。多原子分子

では回転の自由度が３である。

温度の上昇につれて並進，回転の自由度に加えて，振動の自由

度にたいしてもエネルギーが配分され，比熱は増加する。比熱

比はMayerの関係 (4.39)を用いると，常温では単原子気体では

5/3，２原子気体では 7/5，多原子気体では 4/3に近い値をもつ。

温度の上昇につれ分子のよりレベルの高い励起が起こり，比熱

比は小さくなる。図は空気の比熱比である。
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空気の比熱比

K1.28

1.32

1.36

1.40

κ

200 600 1000 1400 1800

　

(4.31)より (
∂S
∂T

)
V

=
cv
T
,

(
∂S
∂T

)
p

=
cp
T

したがって (
∂T
∂S

)
V

= κ

(
∂T
∂S

)
p

(4.41)

となる。すなわち (4.38)よりＴＳ線図で等積線は等圧線の
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また変数変換（ここには熱学は含まれていない）を行うと

(
∂p
∂V

)
S

=

(
∂S
∂T

)
p

·
(

∂p
∂V

)
T

·
(
∂T
∂S

)
V

=

T

(
∂S
∂T

)
p

T

(
∂S
∂T

)
V

(
∂p
∂V

)
T

したがって (
∂p
∂V

)
S

= κ

(
∂p
∂V

)
T

すなわち βT = κβS (4.42)

これは (2.27)の一般化である。
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第5章 熱力学的諸関係

5.1 熱力学的特性関数

　内部エネルギー U，エンタルピーH がエネルギーのディメンジョンをもった状態量であることはすで

に学んだ。U は静止している物体の持つエネルギーであり，H は面を通ってそれだけのエネルギーを空間

的に移動させたときの通過したエネルギーに相当する。他に

F = U − TS · · ·ヘルムホルツの自由エネルギー

G = H − TS · · ·ギッブスの自由エネルギー 　　 (5.1)

がよく用いられる。

U,H,F,Gは熱力学的特性関数といわれる。

これらの関係は以下の図で示すとよくわかる。

U H

F G

.......................................................................................................................................................................................................................................... .............
...

.......................................................................................................................................................................................................................................... .............
...

..........................................................................
..
..............
..

..........................................................................
..
..............
..

+pV

+pV
−TS −TS

また物理的意味は次の熱力学的恒等式からわかる。
dU = TdS − pdV

dF = −SdT − pdV

dH = TdS + V dp

dG = −SdT + V dp

(5.2)

第２式以下は第１式から簡単にでてくる。

従属変数を U から F への変換は単に F = U − TS とおけば良かった。これは同時に独立変数を S から T に交換し

ている。こうした変換を一般に「Legendre 変換」という。力学ではもっと一般的な変換「正準変換」があり，理論を

整理するのに決定的な役割を演ずる。熱学では先に温度を定義し，その後エントロピーを定義したが，どちらをより

基本的な物理量と考えるかは相対的なものである。ケルビンの熱力学的温度（K)を単位に選んだとき，エントロピー

はそれを用いて (J/K) などとなり，新しい単位を導入する必要がなかった。エントロピーの定義を，ヘルムホルツの

自由エネルギー F の存在と p = −
(
∂F
∂V

)
T

を仮定し，微視的エネルギーの平均操作に基づいて積分可能条件を導く，

というやり方がある。理論の展開は自由だが，「内部エネルギーよりヘルムホルツの自由エネルギーの方がより重要で

基礎的」などという主張には賛成できない。

自由エネルギーとは系から取り出すことのできるエネルギーである。F やGに自由エネルギーの名がつい

ているのは温度一定の条件でそれぞれ F は体積一定での，Gは圧力一定での自由エネルギーになっている

（これについては次節で述べる）。（5.2）より(
∂U
∂S

)
V

= T,

(
∂U
∂V

)
S

= −p (5.3)

U は状態量だから積分可能条件
∂2U
∂V ∂S

= ∂2U
∂S∂V

(5.4)

がなりたち，（5.3）を代入すると (
∂T
∂V

)
S

= −
(
∂p
∂S

)
V

(5.5)
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F,H,Gについても（5.3）～（5.5）と同じような議論が可能である。（5.2）より

S = −
(
∂F
∂T

)
V

= −
(
∂G
∂T

)
p

, p = −
(
∂F
∂V

)
T

= −
(
∂U
∂V

)
S

V =

(
∂G
∂p

)
T

=

(
∂H
∂p

)
S

, T =

(
∂U
∂S

)
V

=

(
∂H
∂S

)
p

(5.6)

がえられ，（5.4）で U について行ったと同じことをH,F,Gについて行うと(
∂T
∂p

)
S

=

(
∂V
∂S

)
p

,

(
∂p
∂T

)
V

=

(
∂S
∂V

)
T

,

(
∂V
∂T

)
p

= −
(
∂S
∂p

)
T

(5.7)

（5.5），（5.7）をまとめてＭａｘｗｅｌｌの関係式とよばれ，これらを用いて多くの議論がおこなわれる。

４つのＭａｘｗｅｌｌの関係式を覚えるのは大変だが，うまい覚え方があ
るから紹介しよう。（C.B.P.Finn ”Thermal Physics”　より）
　 the Ｓ ociety for the Ｐ revention of Ｔ eaching of Ｖ ectors
に従って図をかく。
　方程式の左辺と右辺は隣合う変数からそれぞれ逆方向に偏微分を表現す
ればよい。ただし，S, p の間に－がついており，この間の偏微分にはマイ
ナスをつける。４つの等式が得られる。

..........................................................................
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S

T

p V

-

熱力学的特性関数
関数 変数 微分式 状態量 Maxwellの関係式

U S, V dU = TdS − pdV T =

(
∂U
∂S

)
V

, p = −
(
∂U
∂V

)
S

(
∂T
∂V

)
S

= −
(
∂p
∂S

)
V

H S, p dH = TdS + V dp T =

(
∂H
∂S

)
p

, V =

(
∂H
∂p

)
S

(
∂T
∂p

)
S

=

(
∂V
∂S

)
p

F T, V dF = −SdT − pdV S = −
(
∂F
∂T

)
V

, p = −
(
∂F
∂V

)
T

(
∂S
∂V

)
T

=

(
∂p
∂T

)
V

G T, p dG = −SdT + V dp S = −
(
∂G
∂T

)
p

, V =

(
∂G
∂p

)
T

(
∂S
∂p

)
T

= −
(
∂V
∂T

)
p

　われわれは「ちょっと」だけこの応用をみておこう。

（5.2）の第１式より導かれる (
∂U
∂V

)
T

= T

(
∂S
∂V

)
T

− p (5.8)

に（5.7）の第２式を代入すると，熱力学的状態方程式(
∂U
∂V

)
T

= T

(
∂p
∂T

)
V

− p （4.14）

が簡単にみちびかれる。同様に（5.2）の第３式より得られる(
∂H
∂p

)
T

= T

(
∂S
∂p

)
T

+ V (5.9)

に（5.7）の第３式を代入して，もう１つの熱力学的状態方程式(
∂H
∂p

)
T

= V − T

(
∂V
∂T

)
p

(4.20)

もえられる。

　 Joule-Thomson係数 µは等エンタルピーにおける圧力変化に対する温度変化の割合であった。それでは

59



断熱可逆変化における圧力変化に対する温度変化の割合はどうなるだろうか。µs =

(
∂T
∂p

)
S

と定義する。

Maxwellの関係式
(
∂S
∂p

)
T

= −
(
∂V
∂T

)
p

，偏微分の恒等式 (7.25)，および定圧比熱の定義 (4.34)から

µs =

(
∂T
∂p

)
S

= −
(
∂S
∂p

)
T

/

(
∂S
∂T

)
p

= T
cp

(
∂V
∂T

)
p

(5.10)

　また (4.21)と比較することによって

µs = µ+ V
cp

(5.11)

が得られる。したがって断熱可逆変化における温度降下は Joule-Thomsonの実験で得られる温度降下より

大きい。

(5.6)を (5.1)に代入してエントロピーを消去すると Gibbs-Helmholtz の方程式

U = F − T

(
∂F
∂T

)
V

(5.12)

H = G− T

(
∂G
∂T

)
p

(5.13)

が得られる。

5.2 第２法則と平衡条件

出発点を Clausiusの不等式に選ぼう。∫
AIB

d--Q
T
≤ S(B)− S(A) （等号は可逆過程）

いま系が温度圧力が T (e), p(e) の外界と接触して，状態が (S,U)から (S +∆S,U +∆U)への有限の変化

をしたとする。Clausiusの不等式を導いた時を思い出すと，左辺の温度 T は系が次々に接触する外界の温

度であったから，系が変化する間に外界の温度が変化しないとすると，

∆Q

T (e)
≤ ∆S (5.14)

またこの過程での第１法則は

∆Q = ∆U + p(e)∆V

であるから（5.14）は

T (e)∆S ≥ ∆U + p(e)∆V (5.15)

　これも Clausiusの不等式と呼ばれる。

系が外界と熱的に平衡状態を保ちながら可逆変化をするときは，系の圧力，温度を p, T とすると

p(e) = p, T (e) = T

であり，変化も微小量だから，結局（5.15）は

TdS = dU + pdV （熱力学的恒等式） (5.16)
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となる。これはエントロピーの定義式の微分表現にすぎなかった。

　　さて本論に入ろう。Ｃｌａｕｓｉｕｓの不等式や（5.14），（5.15）は系の変化に不可逆過程が含まれ

ていたら等式は成り立たない。もし系が孤立系（外界との間でエネルギーや物質のやりとりがない）なら

ば，系のどんな変化に対しても，系のエントロピーは増大する（減少することはない）ことがわかる。す

なわち　

d--Q = 0,dV = 0 (dU = 0) ならば dS ≥ 0 (5.17)

　これがエントロピー増大の法則（熱力学第２法則）であった。これは言い替えれば，いろんな変化をし

たあとの現実に存在する状態はエントロピーが極大になっているということができる。

このことをもっと広い立場で考えてみよう。力学的なモデルで，滑らかな山や谷があって，そこにボール

を静かに置くとする。谷底や山の頂上の水平なところではボールを止めることが可能であるが，斜面では

静止させることが出来ず谷底に向かって転がろうとする。谷底や頂上を平衡点という。これはポテンシャ

ルエネルギーの変化率が零で表現される。これに対応した平衡条件を導きたいのであるが，熱学では独立

な物理量が２つあって平衡条件も少し複雑になる。

　　いま系が平衡状態 (U, V )にあったとすると，系を (U, V )から少しだけ人為的に変化させたとする。こ

の変化を (U, V )→ (U + δU, V + δV )と表す。ここで変化量を表すのにｄや∆でなく δを用いたのは，こ

の変化が現実に起こる変化ではなく，仮想的に勝手に考えた有限の小さな変化を表しているからである。

こういう変化の変化量を変分という。(U, V )は平衡状態だからこの変化は現実には起こらないのである。

変化 (U, V )→ (U + δU, V + δV )が起こらないのであるから，（5.15）に対応した式

T (e)δS ≥ δU + p(e)δV

の否定が成り立つ。

T (e)δS < δU + p(e)δV

よって

δU + p(e)δV − T (e)δS > 0

系を外界と平衡を保ちながら変化させるとすると

δU + pδV − TδS > 0 (5.18)

となる。これが求めていた熱学の平衡条件である。

　これをさきに述べた孤立系に適用してみると，

(δS)U,V < 0 (5.19)

となる。平衡では，体積と内部エネルギーを一定のままに制限したあらゆる変化に対して，エントロピー

は最大値（極大値）をとる。また

(δU)S,V > 0 (5.20)

から，孤立系の平衡では，エントロピーを一定にしたままの変化に対して，内部エネルギーは最小値をと

る。これがさきに述べた力学のポテンシャルエネルギー最小の条件に対応している。

　次に開いた系に対応した平衡条件をもとめてみよう。

はじめに力学的に開いた系（仕事を外界とやりとりする→体積変化）を考える。

H = U + pV δU = δH − δ(pV )

= δH − pδV − V δp− δV δp

（注． δV δpの項は省略してはいけない）
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（5.18）に代入して

TδS − δH + V δp+ δV δp < 0 (5.21)

したがって

(δS)H,p < 0 (5.22)

(δH)S,p > 0 (5.23)

圧力一定の条件下では，エンタルピー一定の場合にはエントロピーが最大となり，エントロピー一定の場

合にはエンタルピーが最小になる。

また周囲と熱的に開いている系では同じように

δF + pδV + SδT + δSδT > 0 (5.24)

δG− V δp+ SδT + δSδT − δpδV > 0 (5.25)

(δF )T,V > 0 (5.26)

(δG)T,p > 0 (5.27)

などがえられる。（5.27）から等温 T，等圧 pの条件での平衡はギッブスの自由エネルギーが最小であるこ

とになる。これは化学反応を等温 T，等圧 pの条件下で行うとき，反応はギッブスの自由エネルギーが減

少する方向に進行し，平衡点では最小になっていることを意味する。

　いま系が自発過程で変化したとすると，Clausiusの不等式より (5.14)より

T∆S ≥ Q = ∆U +W

となるが，仕事W には，膨張ないし収縮に消費される仕事 p∆V の部分と有用な仕事として利用可能な部

分とがある。この有用部分を

L = Q−∆U − p∆V

と表せるから，この最大値は

Lmax = T∆S −∆U − p∆V (5.28)

となる。Lmax は最大仕事と呼ばれる。各条件での最大仕事は
Q = 0 , V = const · · · Lmax = −(∆U)S,V

Q = 0 , p = const · · · Lmax = −(∆H)S,p

T = const , V = const · · · Lmax = −(∆F )T,V

T = const , p = const · · · Lmax = −(∆G)T,p

(5.29)

となる。特性関数 U,H,F,Gが自由エネルギーといわれる所以である。逆に，平衡状態から任意の変位を

させたとすると，このときの最小仕事 δLminは自発過程でもとに戻るときの最大仕事に一致しているはず

であるから

δLmin = ∆U + p∆V − T∆S (5.30)

となる。したがって平衡条件 (5.18)は

δLmin ≥ 0 (5.31)

と表せる。すなわち

全ての平衡状態では自由エネルギーは最小になる。

といえたことになる。以下では熱平衡条件からのいくつかの基本的な結論をのべる。
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5.3 局所的平衡

我々の熱学は熱平衡条件を満たす系を対象にしている。熱平衡ならば系の各部の温度は等しい。なぜな

らば隣あう２つの部分の温度に差があると，高温部から低温部に熱が移動するからである。これを平衡条

件（5.19）から形式的に導いてみよう。

系を２つの部分に分ける。エントロピーおよび内部エネルギー及び体積は示量的物理量（質量に比例する

量）だから

S = S1 + S2, U = U1 + U2, V = V1 + V2

平衡では δS は正ではないから，微小変位の１次の桁について

(δS)U,V < 0 → (δ1S)U,V = 0 (5.32)

(δ1 · · · 変位の１次までを考える)

δS = ∂S
∂U1

δU1 +
∂S
∂U2

δU2 +
∂S
∂V1

δV1 +
∂S
∂V2

δV2 +（２次以上の項）

またそれぞれの部分では熱力学的恒等式 TdS = dU + pdV が成立するとすると(
∂S
∂U

)
V

= 1
T
,

(
∂S
∂V

)
U

=
p
T

したがって

δS = 1
T1

δU1 +
1
T2

δU2 +
p1
T1

δV1 +
p2
T2

δV2 +（２次以上の項）

系の全エネルギーと全体積を固定しているから

δU1 = −δU2, δV1 = −δV2

δS = ( 1
T1
− 1

T2
)δU1 + (

p1
T1
− p2

T2
)δV1 +（２次以上の項）

　　　∴ T1 = T2, p1 = p2

したがって孤立した熱平衡系では

T (x, y, z) = const. , p(x, y, z) = const. (系全体で) (5.33)

すなわち，系内では温度，圧力が均一であることになる。このことは，もし不均一があれば，その孤立系

から自発過程をとおして仕事を取り出すことができることからも，自明な結論である。

5.4 安定性

平衡条件（5.19）の１次の条件（5.32）は局所的平衡条件（5.33）をもたらした。これは平衡の１つの必

要条件である。先の力学の山や谷の平衡点で，山の頂上では，頂上からほんの少し移動させると，ボール

は頂上から転がり落ちる。これは不安定な平衡点である。一方，谷では，少し移動させてももとに戻る方

向に力が作用し平衡点から離れることはない。これはポテンシャルエネルギーの２次微分の符号で判定で

きる。同様にして熱平衡条件を２次の変位について調べてみよう。U = U(V, S)とし，系全体で熱力学的

恒等式が成立するとすると

δU =

(
∂U
∂S

)
V

δS +

(
∂U
∂V

)
S

δV + 1
2

(
∂2U
∂V 2 δV

2 + 2 ∂2U
∂V ∂S

δV δS + ∂2U
∂S2 δS

2

)
+ （３次以上の項）

= TδS − pδV + 1
2

(
∂2U
∂V 2 δV

2 + 2 ∂2U
∂V ∂S

δV δS + ∂2U
∂S2 δS

2

)
+ （３次以上の項）
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平衡条件（5.18）に代入して，安定な平衡点の判定条件は

∂2U
∂V 2 δV

2 + 2 ∂2U
∂V ∂S

δV δS + ∂2U
∂S2 δS

2 > 0

任意の δV, δS について成立するためには

∂2U
∂V 2 > 0, ∂2U

∂S2 > 0, ∂2U
∂V 2

∂2U
∂S2 −

(
∂2U
∂V ∂S

)2

> 0 (5.34)

となる。 (
∂2U
∂S2

)
V

=

(
∂T
∂S

)
V

= T
cv

> 0 ∴ cv > 0（定積比熱は正） (5.35)(
∂2U
∂V 2

)
S

= −
(

∂p
∂V

)
S

> 0 ∴
(

∂p
∂V

)
S

< 0（断熱体積弾性率は負）

βS = − 1
V

(
∂V
∂p

)
S

> 0（断熱圧縮率は正） (5.36)

平衡条件（5.24）から同じように安定条件を求めてみよう。

δF =

(
∂F
∂V

)
T

δV +

(
∂F
∂T

)
V

δT + 1
2

(
∂2F
∂V 2 δV

2 + 2 ∂2V
∂V ∂T

δV δT + ∂2F
∂T 2 δT

2

)
+（３次以上の項）

(
∂F
∂T

)
V

= −S, δTδS = − ∂2F
∂V ∂T

δV δT − ∂2F
∂T 2 δT

2 + · · ·

などを（5.24）に用いると安定条件は

∂2F
∂V 2 δV

2 − ∂2F
∂T 2 δT

2 > 0 (5.37)

(
∂F
∂V

)
T

= −p を用いると

∂2F
∂V 2 = −

(
∂p
∂V

)
T

> 0 ∴
(

∂p
∂V

)
T

< 0 　　　　（等温体積弾性率は負）

βT = − 1
V

(
∂V
∂p

)
T

> 0 　　　　（等温圧縮率は正） (5.38)

　

これは，（5.34）の第３式からも得られる。

0 < −
(
∂p
∂V

)
S

(
∂T
∂S

)
V

−
(
−
(
∂p
∂S

)
V

·
(
∂T
∂V

)
S

)

= −
(
∂T
∂S

)
V

{(
∂p
∂V

)
S

−
(
∂p
∂S

)
V

·
(
∂T
∂V

)
S

/(
∂T
∂S

)
V

}

= − T
cv

{(
∂p
∂V

)
S

+

(
∂p
∂S

)
V

(
∂S
∂V

)
T

}
= − T

cv

(
∂p
∂V

)
T

また（5.21）または（5.25）に同様の安定条件を検討すると cp > 0 （定圧比熱は正）がえられるが，（5.38）

を（4.37）に適用すると（4.38）となる。状態方程式はこれらの安定条件を満たしていなければならない。

各自　理想気体，van der Waals 気体について調べて見よ。
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第6章 質量が変化する系

6.1 １成分系

　いままでの議論は系の質量または分子数が一定の系を考察した。以下では分子数を物理量として含む

系を考える。簡単のためはじめは１成分系とする。

　Ｇｉｂｂｓの自由エネルギーは示量的物理量だから

G = Nµ(p, T ) N · · · 系の分子数 (6.1)

µ · · · １分子あたりのＧｉｂｂｓの自由エネルギー

Gの pや T への依存性は分子数一定の場合と同じはずだから

dG = −SdT + V dp+

(
∂G
∂N

)
p,T

dN (6.2)

（6.1）より

dG = Ndµ+ µdN (6.3)

（6.2），（6.3）を比較して

µ =

(
∂G
∂N

)
p,T

(6.4)

Ndµ = −SdT + V dp (6.5)

ここで導入された µは化学ポテンシャル（chemical　 potential）と呼ばれる。µを用いると（6.2）は

dG = −SdT + V dp+ µdN

dF = dG− d(pV )より dF = −SdT + V dp+ µdN − pdV − V dp

dF = −SdT − pdV + µdN

dU = dF − d(TS)より dU = −SdT − pdV + µdN + TdS + SdT (6.6)

dU = TdS − pdV + µdN

dH = dU + d(pV )より dH = TdS − pdV + µdN + pdV + V dp

dH = TdS + V dp+ µdN

したがって熱力学的恒等式は次式となる。

TdS = dU + pdV − µdN (6.7)

閉じた系での平衡条件はこれまでの前章の平衡条件（5.19）とおなじはずだから

(δS)U,V,N < 0 (6.8)
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前節と同じように局所的平衡条件を求めるため，系を２分して，

U = U1 + U2, V = V1 + V2, N = N1 +N2

したがって

δS = ∂S
∂U1

δU1 +
∂S
∂U2

δU2 +
∂S
∂V1

δV1 +
∂S
∂V2

δV2 +
∂S
∂N1

δN1 +
∂S
∂N2

δN2 + ２次以上の項

= ( 1
T1
− 1

T2
)δU1 + (

p1
T1
− p2

T2
)δV1 − (

µ1

T1
− µ2

T2
)δN1 + ２次以上の項

∴ T1 = T2, p1 = p2, µ1 = µ2

　よって系全体で

T = const, p = const, µ = const (6.9)

　がなりたつ。

6.2 １成分系の２相平衡

（6.9）の応用として，１成分系の液相（１）と飽和蒸気相（２）の平衡を考える。

µ(1)(T, p) = µ(2)(T, p) (6.10)

µ(1) と µ(2) は T, pの異なる関数だから，（6.10）は T, pの関係を与えることになる。これを

p = p(T )

とすると，この曲線はすでに学んだ蒸気圧曲線である。この曲線を求めてみよう。

この曲線上では（6.10）より

dµ(1) = dµ(2) (6.11)

一方それぞれの相では

N (1)dµ(1) = −S(1)dT + V (1)dp, N (2)dµ(2) = −S(2)dT + V (2)dp (6.12)

（6.11），（6.12）より

− S(1)

N (1)
dT + V (1)

N (1)
dp = − S(2)

N (2)
dT + V (2)

N (2)
dp

s = S
N

, v = V
N

を用いると

(v(2) − v(1))dp = (s(2) − s(1))dT

相１と相２の差を△で表すと
dp
dT

= ∆s
∆v

= ∆S
∆V

(6.13)

　　この式はＣｌａｐｅｙｒｏｎの方程式として有名である。

蒸気圧曲線は（6.13）を積分すればよい。そのため ∆S や ∆V を既知の量で表しておく必要がある。∆S

は相変化にともなうエントロピー変化だから，相１から相２に変化したときに系が吸収した熱量をQとす
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ると ∆S = Q/T となる。Qは等温等圧変化での熱の吸収量だからは Q = H(2) −H(1) = ∆H，また ∆V

を求めるため液相での体積 V (1)を無視し，気相では理想気体の状態方程式に従うとすると∆V = RT/pと

なる。これらを（6.13）に代入して
dp
dT

= ∆H
RT 2/p

(6.14)

∆H を一定として，これを (p0, T0)から (p, T )まで積分すると

p = p0 exp {−∆H
R

( 1
T
− 1

T0
)} (6.15)

をえる。１０℃の水の蒸気圧を用いて３０℃の蒸気圧を予想してみよう。

日本機械学会の蒸気表によると

温度 気化熱 飽和蒸気圧

１０℃ 2477.9kJ/kg　 p0 =0.0012270MPa

３０℃ 2430.7kJ/kg p ?

より

T0=283.15K ∆H ≈ 2450kJ/kg R=8.314kJ/(Kkmol)

　　 T=303.15K = 8.314/18.0kJ/(Kkg)

　　　（6.15）に代入して

　　 p = 3.44p0 = 0.00422MPa

　蒸気圧表によると p=0.0042415MPaであり，（6.15）はかなりよい近似であることがわかる。

6.3 混合系

多成分が混合した系を考える。成分 iの粒子数をNi，混合系と同じ温度，圧力での純粋系の１粒子あた

りの内部エネルギーを u0
i とすると，一般に

U ̸=
∑
i

Niu
0
i

となる。系の内部エネルギー U = U(p, T,N1, N2, · · · , Nc)は各粒子数がm倍になるとm倍になるから

U(p, T,mN1,mN2, · · · , nNc) = mU(p, T,N1, N2, · · · , Nc) (6.16)

物理量が (6.16)のような性質を持っているとき 示量的という。一方温度や圧力などは 示強的という。(6.16)

の両辺をmで微分して，m = 1とすると∑
i

Ni

(
∂U
∂Ni

)
p,T,···

= U

ui =

(
∂U
∂Ni

)
p,T,···

(6.17)

とおくと

U =
∑

Niui (6.18)

となる。uiは混合系における成分 iの内部エネルギーであり，p, T だけでなく組成の関数でもある。U と

同じように性質（6.16）を持つ状態量 H,F,G, S, V についても（6.17），（6.18）に対応した関係がえられ

67



る。これらの各粒子あたりの量は部分分子比量と言われる。部分分子比量の関係は，たとえばGibbsの自

由エネルギーについて

µi =

(
∂G
∂Ni

)
p,T,···

= hi − Tsi (6.19)

が成り立つ。混合系の粒子数 N とすると,成分 iのモル分率xi,分圧pi を

xi = Ni/N, pi = xip, (i = 1, 2, · · · , Nc),
∑

xi = 1,
∑

pi = p (6.20)

で定義する。したがって組成をモル分率 xで表す。

　混合系が c個の成分の系からなり，p個の相を含んでいるとする。Gibbsの自由エネルギーについて

G =

p∑
r=1

G(r) , G(r) =
c∑

i=1

N
(r)
i µ

(r)
i

dG(r) = −S(r)dT + V (r)dp+
∑
i

µ
(r)
i dN

(r)
i ,

∑
i

N
(r)
i dµ

(r)
i = −S(r)dT + V (r)dp

が成立する。いま温度 T，圧力 p一定の条件での平衡を考える。平衡条件は

(δG)p,T > 0

だから，変分の１次の範囲で

δ1G =
∑
i

∑
r

µ
(r)
i δN

(r)
i = 0 (6.21)

が成立する。一方各分子についてそれぞれ粒子数が保存する（化学変化はない）とすると

p∑
r

N
(r)
i = Ni = const, (i = 1, 2, · · · , c) (6.22)

となる。これを変分して
p∑
r

δN
(r)
i = 0, (i = 1, 2, · · · , c)　 (6.23)

となる。これは条件付きの変分問題で，「Lagrangeの未定係数法」で解ける。(6.21)から (6.22)の各式にそ

れぞれ未定係数 µ1, µ2, · · · , µc をかけて引くと∑
i

∑
r

(µ
(r)
i − µi)δN

(r)
i = 0 (6.24)

となる。これにより各変分 δN
(r)
i は独立にとることができ，

µ
(r)
i = µi, (r = 1, 2, · · · , p), (i = 1, 2, · · · , c)　 (6.25)

が得られる。すなわち，それぞれの成分について共存する全ての相の化学ポテンシャルは等しい，といえる。

　

ここで，粒子数が変化する系（開いた系）の平衡条件を求めておこう。簡単のため１成分系を考える。閉じた系で
は (6.8)が成り立つ。したがって，いま系とそれに接触している温度 T ,圧力 p，体積 V (e)，粒子数 N(e) の巨大な外
系との合成系を考えると

δStotal = δS + δS(e) < 0, δV + δV (e) = 0, δN + δN(e) = 0, δU + δU(e) = 0

が成り立つ。粒子数が変化する系では熱力学的恒等式 (6.7) が成立する。

TdS = dU + pdV − µdN
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また外系は巨大なため変分による影響は無視できるとすると，T, p, µ は変化しないから

TδS(e) = δU(e) + pδV (e) − µδN(e)

となる。これらをまとめると粒子数が変化する系の平衡条件

δU − TδS + pδV − µδN > 0

が得られる。これを多成分の混合系に拡張すると，開いた系での平衡条件は

δU − TδS + pδV −
∑

µiδNi > 0 （Gibbs の不等式）　 (6.26)

あるいは
δG− V δp+ SδT −

∑
µiδNi − δV δp+ δSδT > 0 (6.27)

となる。これは (5.18)の拡張になっている。(6.26)，(6.27)の δNi は系の外との粒子の流入出であるから，系内での
変化ではないことに注意を要する。

6.4 混合のエントロピー

　同じ温度，圧力の２種類の理想気体が隔壁で接しているとする。それぞれの系は熱平衡状態にたっし

ており，体積，分子数を V1, V2, N1, N2 とする。

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.............
.............
.............
.............
....................................................................................................................................................................................................................................................................................................

V1 V2

N1 N2
T, pは一定

.............

.............

.............

部分系では平衡状態であっても，隔壁がないとした全体の系では平衡状態ではない。いま隔壁をはずし，

２種類の気体は他と相互作用なしに V1 + V2 に拡散したとする。このとき系の内部エネルギーやエンタル

ピーはもとの部分系のそれらの和となる。それでは，混合前と混合後を区別する熱学量は何だろうか。混

合は自発過過程だが，逆に混合後の系が自然に２つの純粋な系へ分離するとは考えられない。したがって，

混合によってはエントロピーがを増大していると予想できる。

　理想気体の体積が V1 から V2 への断熱自由膨張過程では，∆U = 0。したがって

∆S =

∫ 2

1

d--Q
T

=

∫ 2

1

p
T
dV = R

∫ 2

1

dV
V

= R log
V2

V1
(6.28)

よって混合過程でのエントロピー変化は，それぞれの気体が V1, V2 から他とは無関係に V1 + V2 に断熱自

由膨張膨張したと考えると

∆Smix = N1k log
V1 + V2

V1
+N2k log

V1 + V2

V2

ここで kはボルツマンの定数（１分子あたりのガス定数）である。

温度，圧力が同じであったから，混合後のモル分率を x1, x2 とすると

N1

N2
=

V1

V2
=

x1
x2

, ∴ V1

V1 + V2
= x1,

V2

V1 + V2
= x2 (6.29)

したがって，混合のエントロピーは

∆Smin = −N1k log x1 −N2k log x2

となる。まったく同じ論法で多成分が混合した系では

∆Smix = −k
∑

Ni log xi (6.30)

となる。∆Smix > 0より混合によってエントロピーは増大し，混合は不可逆過程であることを示している。

次に，（6.30）は理想気体を用いて導いたが，もう少し広い立場からも導かれることを証明しよう。

そのために，エントロピーの解釈を広げておく。
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6.5 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎの原理

　孤立系では，エントロピーは増大する。これは複数の状態を取り得る系があると，確立の大きい状態へ

向かう傾向があることと似ている。言い替えれば系があるより秩序だった状態から無秩序な状態に変化す

る傾向はエントロピー増大の法則の根拠と考えられる。Ludwig Boltzmann　はこの考えを定式化し，エ

ントロピーの確率論的解釈を確立した。（統計力学メモを参照して下さい。）

　熱力学的状態の確率は，その巨視的条件のもとに可能な微視的状態の数，すなわち巨視的状態の分子レ

ベルでの「熱力学的重率」W に比例すると仮定する。したがってエントロピーは状態数W の関数

S = S(W )

で表せるとする。このとき S はW の単調増加関数でなければならない。以下でこの関数形を求めてみよ

う。

系を部分系ＡとＢに分ける。エントロピーは示量的物理量だから

S = SA + SB

状態数は一方の部分系の一つの状態に対して他の部分系のそれぞれの状態をとりえるから

W = WA ×WB

したがって

S(WA ×WB) = S(WA) + S(WB)

これは関数方程式である。W を連続量に拡張して解いてみよう。

　

WB = 1より S(WA) = S(WA) + S(1) ∴ S(1) = 0

WB = 1/WA より，　 S(1) = S(WA) + S(1/WA)

　∴ S(1/W ) = −S(W )

S(W + h)− S(W )
h

=
S(W + h) + S(1/W )

h
=

S(W + h
W

)

h
=

S(1 + h
W

)

h
右辺は h→ 0の極限で分母，分子とも０となる。両辺の h→ 0の極限を取って

(
dS(W )
dW

)W=1 = kとおくと，
dS(W )
dW

= k
W

積分して S(W ) = k logW + c, S(1) = 0より， c = 0
したがって関数方程式の解は

S = k logW

となる。kは未定係数だが次のように求められる。

１ kmolの理想気体が V1 から V2 まで断熱自由膨張したとすると（6.28）と上の式を用いると

S2 − S1 = R log
V2

V1
= k log

W2

W1

W1

W2
は全ての粒子が V1 の中にある確率であるから

W1

W2
= (

V1

V2
)N , よって R log

V2

V1
= Nk log

V2

V1

したがって未定係数 kは k = R/N となる。

S = k logW, k = R/N · · · Boltzmann定数 (Ｂｏｌｔｚｍａｎｎの原理) (6.31)

70



Boltzmannの原理が一般的であることは，その後の量子力学の視点で確認できる。

さて（6.31）を用いて，混合のエントロピー（6.30）を導いておこう。

　 c種類の気体が混合しているとする。N = N1 +N2 + · · ·+Ncの各分子がまったく無関係に各配置をと

るとすると，混合状態の分子配置数は

N ! = (N1 +N2 + · · ·+Nc)!

である。これは c種類の気体をまったく区別しないことを仮定している。他方分離した状態では

N1!×N2!× · · · ×Nc!

したがって Boltzmannの原理より

∆Smix = k log
(N1 +N2 + · · ·+Nc)!
N1!×N2!× · · · ×Nc!

　

　大数についての Stirlingの公式

logN ! ∼ N logN −N

を用いると

logN !− log ΠNi

= (N1 +N2 + · · ·+Nc) logN −N − (
∑

Ni logNi −
∑

Ni)

=
∑

Ni log (N/Ni)

= −
∑

Ni log xi

∆Smix = −k
∑

Ni log xi

これは理想気体を用いて導いた（6.30）と一致する。どちらも異なる分子間の相互作用を無視した結果で

ある。このとき混合系のエントロピーは

S =
∑

Ni(s
0
i − k log xi) (6.32)

となる。（6.32）と

V =
∑

Niv
0
i , U =

∑
Niu

0
i

の性質を持つ系を理想混合系という。s0i , v
0
i , u

0
i は温度 T，圧力 pでの純粋系の１粒子あたりの量である。

理想気体が各粒子独立に運動しているとして，理想気体のエントロピー (3.11)が各粒子の分圧 piに対して

成立するとすると，１粒子当たりのエントロピー si(T, p,x)は，

si(T, p,x) = s0i (T, pi) = s0i (T, p)− k log xi (6.33)

となり，理想混合系のエントロピーは，それらの単純和であると見なしていることになる。

Gibbsの自由エネルギーは

G = H − TS

=
∑

Nih
0
i − T

∑
Ni(s

0
i − k log xi)

となり，理想混合系の化学ポテンシャルは

µi(T, p, x1, x2, · · · , ) = µ0
i (T, p) + kT log xi (6.34)

となる。
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6.6 熱力学の第３法則

量子論によると，絶対零度近傍で結晶構造を持つ系は基底状態に落ち込むと考えられる。すなわち

T → 0 で W → 1. ∴ S → 0 (6.35)

エントロピーは系の力学的状態についての情報不足の尺度とも解釈できる。絶対零度では，系の情報は確

定していると考えられるのである。

lim
T→0

S(T ) = 0　　　 (6.36)

Gibbs-Helmholtzの方程式（5.13）から

lim
T→0

G−H
T

= lim
T→0

∂G
∂T

となるが，左辺は

lim
T→0

[
∂G
∂T
− ∂H

∂T

]
= lim

T→0

∂G
∂T
− lim

T→0
cp

となり，同様に cv についても計算すると

lim
T→0

cp = 0, lim
T→0

cv = 0　　　 (6.37)

となる。これは熱学だけから導かれるが，Debyeの理論によって，結晶内の原子振動に基づく考察より，極

低温では比熱は T 3 に比例するする事が知られている。また金属の電子熱容量は T に比例する。したがっ

て極低温における一つの固体の状態の比熱は

cp = aT 3 + bT (6.38)

とおき，0K近くの計測値を外挿する事ができる。したがって結晶構造を持つ固体の 0Kでのエントロピー

を０としておくと， ∫ T

0

cp
T
dt

によって温度 T のエントロピーを求めることができる。エントロピーは２つの状態の差がよく用いられ，

相対量で用を足すことが多いが，絶対零度ではゼロであることから，その絶対量が意味を持っていること

になる。

　しかし問題はずっと複雑である。この節での議論には「結晶」という限定があった。不完全な結晶や，ガ

ラス，固溶体と呼ばれる状態では，結晶ほど構造が規則的でなく，絶対零度でもエントロピーが 0になら

ないと考えられる。

　熱学的状態を指定する変数である体積 V を一般の力学的パラメーター a1, a2, · · · に拡張しておく。すな
わち熱力学的恒等式を

TdS = dU +
∑

Aidai　　 (6.39)

dF = −SdT −
∑

Aidai　　 (6.40)

とする。ここで Aiは aiに共役な一般化力といわれる。通常の気体は a1 = V,A1 = pのみが現れる。した

がって

　　 Ai = −
(

∂U
∂Ai

)
S...

= −
(
∂F
∂ai

)
T...

(6.41)
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(6.37)は一般化されて

lim
T→0

ca = 0 (6.42)

となる。いま熱力学の第３法則

　有限回のいかなる操作でも，絶対零度へ到達することは不可能である。

を仮定してみよう。a（たとえば体積 V や磁化M）を a+∆aで指定される状態に変化させて絶対零度に

近づけるとする。過程は理想的に可逆的とすると

S(T1, a) = S(T2, a+∆a)

T2 = 0とすると，

S(T = 0, a+∆a) = S(T = 0, a) +

∫ T1

0

ca
T
dT

ca/T > 0より，S(T = 0, a + ∆a) > S(T = 0, a)となるが，仮定からこれは起こり得ないから S(T =

0, a+∆a) ≤ S(T = 0, a)となる。同様に T2から出発して T1 = 0とはなり得ないから S(T = 0, a+∆a) ≥
S(T = 0, a)となり，結局 S(T = 0, a+∆a) = S(T = 0, a) となる。すなわち∆S = 0, T = 0となる。し

たがって (6.36)の拡張

lim
T→0

∆S = 0 (6.43)

が成り立つことになる。すなわち，あらゆる変化に対して，絶対零度ではエントロピー変化は０となる。

これをＮｅｒｎｓｔの定理という。したがって

lim
T→0

(
∂S
∂a

)
T

= 0 (6.44)

温度降下のため，等エントロピー的に a→ a+∆aの変化を行うと(
∂S
∂a

)
T

∆a+

(
∂S
∂T

)
a

∆T = 0

よって (
∆T
∆a

)
S

=

(
∂S
∂A

)
T(

∂S
∂T

)
a

= −
T

(
∂S
∂a

)
T

ca
(6.45)

(6.42)，(6.44)より (6.45)は T → 0で 0
0
となる。a = V のとき，統計力学より，分子の方が分母より高

次の微少量であることが証明でき，断熱膨張による温度低下は絶対零度近くでは期待できなくなる。通常

1K～2K程度まで液体ヘリュウムの膨張で冷却し，それ以下は「断熱消磁」という方法で冷却される。磁

場 −A = Hの中に磁化 a = M があるとポテンシャルエネルギーは −HM であるから

TdS = dU −HdM, G = U −MH− TS, dG = −SdT −MdH

となり，M = −
(
∂G
∂H

)
T

となる。したがって

(
∂S
∂H

)
T

= − ∂2G
∂T∂H =

(
∂M
∂T

)
H
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となる。よって (
∆T
∆H

)
S

= −
T

(
∂S
∂H

)
T

cH
= − T

cH

(
∂M
∂T

)
H

(6.46)

常磁性物質では ∂M
∂T
は負であり，磁界の減少によって冷却できる。勿論 T → 0では ∂M

∂T
→ 0だから冷却

は困難となる。ここでも熱力学の第３法則が確認される。

6.7 希薄溶液の蒸気圧

理想混合系の例として希薄な溶液を考える。溶液については，式（6.34）がそのまま使えるが，溶質に

ついては相互作用のため純粋物質の化学ポテンシャルをそのまま用いることができない。

　いま温度 T を一定として，温度 T の表示を省略する。純粋物質の溶媒の蒸気圧を p，溶媒のモル分率 x

の溶液の蒸気圧を p+∆pとする。純粋物質及び溶液について，（6.25）から相１（液相）と相２（蒸気相）

の溶媒の化学ポテンシャルが等しいから

µ(1)(p, x = 0, · · · ) = µ(2)(p, x = 0, · · · ) (6.47)

µ(1)(p+∆p, x(1), · · · ) = µ(2)(p+∆p, x(2) = 0, · · · ) (6.48)

(6.49)

である。（6.5）より (
∂µ
∂p

)
T

= v

だから，∆pは小さいとして µを展開すると，

µ(p+∆p, x, · · · ) ≈ µ(p, x, · · · ) + v∆p (6.50)

となる。（6.34），（6.50）を考慮して（6.47），（6.48）の差をとると

kT log x(1) + v(1)∆p = kT log x(2) + v(2)∆p

∆p =
kT

v(2) − v(1)
log x(1)

x(2)
(6.51)

(6.14)と同様に液層での体積 v(1)を無視し，蒸気相では理想気体の状態方程式にしたがうとし，さらに溶

質は非揮発性（x(2) = 1）とすると (6.51)は

∆p = p log x(1)

溶液での溶質のモル分率を xs とすると，x(1) = 1− xs だから希薄溶液の仮定を用いると

∆p = −pxs (6.52)

すなわち，希薄溶液の蒸気圧の降下は溶質の濃度に比例する（Ｒａｏｕｌｔの法則）。

　沸点は蒸気圧が大気圧に達する温度であるから，溶液では同じ温度での蒸気圧が純粋な溶媒に対して降

下するから，沸点は上昇することになる。

74



6.8 浸透圧

生物の細胞膜や膀胱膜などのように，物質を選択的に透過させる膜を半透膜という。図のように濃度の

違う溶液を半透膜で２分しておくと，濃度の薄い溶液から濃い液へ溶液が透過し，両者の液面に差ができ

る。この圧力差 πを浸透圧 (osmotic　 pressure)という。
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半透膜

溶液（１）と溶液（２）で温度が等しいとすると，半透膜を透して溶媒が平衡状態にあるから (6.48)と同

様に

µ(p(1), x(1), · · · ) = µ(p(2), x(2), · · · ) (6.53)

が成り立つ。(6.53)の両辺か µ(p(1), x(2), · · · )を引くと

µ(p(1), x(1), · · · )− µ(p(1), x(2), · · · ) = µ(p(2), x(2), · · · )− µ(p(1), x(2), · · · ) ≈ −v · (p(1) − p(2))

このとき浸透圧 πは

π = p(1) − p(2)

だから

π = −1
v (µ(p

(1), x(1), · · · )− µ(p(1), x(2), · · · ))

= −1
v kT log x(1)

x(2)
(6.54)

溶液（２）を純粋溶液 (x(2) = 1)とし，希薄溶液（１）の溶質のモル分率を xs とすると

　π = −1
v kT log (1− xs)

= nRT
V

van’t Hoffの公式 (6.55)

ここで nは体積 V のなかの溶質のモル数である。van’t　 Hoffの公式はかなりよく実験と一致する。電解

質などではイオンのクーロンの相互作用を考慮に入れなければならないことがわかっている。

6.9 化学平衡

熱学は熱平衡条件を満たす全ての系を対象とするが，化学反応をする系も熱学の対象となる。平衡状態

は熱学の一般的枠組みだけでもとめられる。一酸化炭素の燃焼

2CO +O2 = 2CO2

で CO,O2 を反応物，CO2 を生成物という。一般に反応ｒを∑
niXi =

∑
npXp （反応ｒ） (6.56)
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と表す。各反応ｒについて熱平衡でなければならない。反応は温度，圧力が一定で閉じた条件でおこると

する。このとき　前節の（5.27）と同じ平衡条件がなりたつ。

(δG)T,p =
∑

µiδNi > 0 (6.57)

任意に指定した状態から数えて，分子単位の反応（6.56）が生じた数を反応座標 τr とする。∑
µiδNi =

∑
τ

(
∑

npµp −
∑

niµi)δτr

（6.57）から変分の１次の項が０であることを要求して∑
niµi =

∑
npµp （反応ｒ） (6.58)

となる。理想混合系の化学ポテンシャル（6.34）を仮定すると∑
niµ

0
i + kT

∑
ni log xi =

∑
npµ

0
p + kT

∑
np log xp∑

niµ
0
i −

∑
npµ

0
p = kT{

∑
np log xp −

∑
ni log xi}

∴ log
Πx

np
p

Πxni
i

　 =

∑
niµ

0
i −

∑
npµ

0
p

kT

よって

Πx
np
p

Πxni
i

= K(p, T ) (6.59)

ただしK(p, T ) = exp

∑
niµ

0
i −

∑
npµ

0
p

kT
(6.60)

（6.59），（6.60）はＧｏｌｄｂｅｒｇとＷａａｇｅｎの質量作用の法則といわれる。平衡定数（6.60）はそ

れぞれの純粋系の化学ポテンシャルから求められる。化学ポテンシャルは（6.19）より，それぞれの純粋

系のエンタルピー，エントロピーが温度，圧力の関数としてわかっていればきまる。反応は（6.56）の左

辺から右辺へ，右辺から左辺へ相互に起こるが，温度，圧力で決まる平衡定数K(p, T )にしたがって平衡

点に達する。しかし反応は単独で起こることは少なく，いくつかの反応が平行して起こりそれらを連立さ

せて解かねばならない。

　　我々はこのメモで，熱現象をマクロな立場に立脚して統一的に取り扱った。それは主に第２法則に基づ

いて展開されたものである。第２法則は基本原理であり，証明はできないが第２章ではマクロな立場から

それを確認した。ミクロな取り扱いにおいても，第２法則は証明に近い根拠はある。我々はそれにはふれ

ないで，平衡条件からいくつかの結論，局所平衡（４章 (5.33))，２相平衡の Clapeyronの式，そして化学

平衡の（6.59）などについて，簡単なミクロな解釈ができることを，化学平衡を例として考察してみよう。

　反応（6.56）について熱平衡状態にあるとは，反応がマクロに見てもはや進行しないことであり，それ

はミクロに見て単位時間あたりの左辺から右辺への反応（正反応）の数と右辺から左辺への反応（逆反応）

の数が等しくなる状態と考えられる。反応はそれぞれの分子の衝突によって起こり，衝突の確率は，一酸

化炭素，酸素の分子の密度を nCO, nO2 とすると，nCO · nO2 に比例する。また逆反応の確率は二酸化炭

素の密度を nCO2 とすると n2
CO2
に比例する。したがって化学平衡では n2

CO2
/nCO2 · nO2 は密度によらず，

温度だけの関数となる。同じことを定圧の条件で導いたのが（6.59）である。ところで反応（6.56）はい

わゆる発熱反応であり，反応の際，熱エネルギーを外部に放出する。これは同じ温度の反応生成物の内部

エネルギーが反応物の内部エネルギーより小さいことを意味する。熱平衡状態では反応も逆反応も自由に

行った結果であり，温度が低く，粒子の熱運動の平均的なエネルギーが，反応によって発生する熱量に比

べて小さい場合には，ほとんどがエネルギーの低い状態になっていると考えられる。また高温になるにし

たがって COと O2 に分離したエネルギーの高い状態が熱平衡状態といえる。
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第7章 付録

7.1 メモメモ・・・・物理定数と単位，定数

アボガドロ数 N0 = 6.0221367× 1023mol−1 = 6.0221367× 1026kmol−1

ガス定数　 R = 8.314510× 103J/K · kmol

ボルツマン定数　 k = R/N0 = 1.380658× 10−23J/K

電荷素量　 e = 1.60217733× 10−19C

原子質量単位　 u = 1.6605402× 10−27kg

熱の仕事当量　 1cal = 4.186J

1気圧 (atm)=1.013×105Pa
絶対温度 T（K) = 273.15 + t , t(℃)

自然対数の底　 e = 2.718, log 2 = 0.693, log 3 = 1.0986, log 5 = 1.609

7.2 偏導関数

理想気体では，２つの独立な状態量を与えると状態が決まった。以下は２変数，３変数の関数について，

応用上の利便性に重点を置いたまとめである。

1 関数 z = f(x, y)について，極限(
∂z
∂x

)
y

= lim
∆x→0

f(x+∆x, y)− f(x, y)
∆x(

∂z
∂y

)
x

= lim
∆y→0

f(x, y +∆y)− f(x, y)
∆y

(7.1)

が存在するとき，z = f(x, y)は (x, y)で偏微分可能という。ある領域で偏微分可能で
(
∂z
∂x

)
y

,

(
∂z
∂y

)
x

を x, yの関数と見たとき，これらを偏導関数という。
(
∂z
∂x

)
y

,

(
∂z
∂y

)
x

はまた fx(x, y), fy(x, y)とも

表せられ，
(
∂z
∂x

)
y

,

(
∂z
∂y

)
x

での極限操作で変化させない方の変数 y, xが明白であるときは，それぞ

れ ∂z
∂x

, ∂z
∂y
あるいは zx, zy と表すこともある。

　例

f(x, y) = x2y − xy2 の時，　　 fx = 2xy − y2, fy = x2 − 2xy

f(x, y) = r =
√
x2 + y2 の時，　　 fx = rx = x

r , fy = ry =
y
r

f(x, y) = 1
r , r =

√
x2 + y2 のとき，　　 fx = d

dr
(1r )

∂r
∂x

= − x
r3

, fy = − y

r3
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2 　 z = f(x, y)関数について，

(x, y)における増分∆x,∆yに無関係に

X(x, y), Y (x, y)が決まり

∆z ≡ f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)

= X(x, y)∆x+ Y (x, y)∆y + o(∆ρ) (7.2)

∆ρ =
√
(∆x)2 + (∆y)2

　と表せるとき，z = f(x, y)は (x, y)で全微分可

能という。
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P (x, y, z) における接平面

..............................................

.........................................................................

.............
...........

.............
...........

.............
...

.............
...........

.............
...........

.............
...

........................................................................................................................

........ ........ ........ ........ ........ ........
........ ........ ........ ........ ........ ........

........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........................................

........................

........................

....................................

.............................................................
..............................................

.......................................
...................................

............
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
......

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
........................................

.................................................
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P (x, y, z)

z = z(x, y)

x
y

z ∆x

∆y

∂z
∂x

∆x

∂z
∂y

∆y

Q(x + ∆x, y + ∆y, z + ∆z)

↑|

∂z
∂y

∆y

|↓

∂z
∂x

∆x
......
......
......................
................

.........................
........
........
........

↑
|
|
|
|
|

∆z
|
|
|
|
|
↓

z = f(x, y)が (x, y)で全微分可能のとき，z = f(x, y)は (x, y)で連続で，偏微分可能で (7.2)の

X(x, y), Y (x, y)は

X(x, y) = fx(x, y), Y (x, y) = fy(x, y)

となる。逆に z = f(x, y)が (x, y)の近傍で連続な偏導関数を持てば，(x, y)で全微分可能である (証

明略)。

3 　 (x, y)の近傍で偏導関数 fxy(x, y), fyx(x, y)が連続ならば，

fxy(x, y) = fyx(x, y) (7.3)

である (証明略)。

4 　全微分可能な関数 z = f(x, y)について，(7.2)の主要部分を全微分 dzと定義する。すなわち

dz ≡ fx(x, y)∆x+ fy(x, y)∆y =

(
∂z
∂x

)
y

∆x+

(
∂z
∂y

)
x

∆y (7.4)

特に，f(x, y) = xとすると，dx = ∆x，f(x, y) = yとすると，dy = ∆yより

dz =

(
∂z
∂x

)
y

dx+

(
∂z
∂y

)
x

dy (7.5)

となる。

5 逆に単連結領域で連続な偏導関数をもつ関数X(x, y), Y (x, y)について，微分形

　X(x, y)dx+ Y (x, y)dy (7.6)

が，ある関数 zが存在して

dz = X(x, y)dx+ Y (x, y)dy (7.7)

となるとき，(7.6)は完全微分形という。このとき

X(x, y) =

(
∂z
∂x

)
y

, Y (x, y) =

(
∂z
∂y

)
x
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だから， ∂2z
∂x∂y

= ∂2z
∂y∂x

より

∂X
∂y

= ∂Y
∂x

(7.8)

となる。これは (7.6)が完全微分形である必要条件である。一方 (7.8)が成り立てば，z(x, y)を

z(x, y) =

∫ x

a

X(x, b)dx+

∫ y

b

Y (x, y)dy (7.9)

で定義すると
∂z
∂x

= X(x, y), ∂z
∂y

= Y (x, y)

となり，z(x, y)は (7.7)を満たす，すなわち (7.6)は完全微分形である。よって (7.8)は (7.6)が完全

微分形である必要十分条件である。

6 　同様に３変数について，微分形

X(x, y, z)dx+ Y (x, y, z)dy + Z(x, y, z)dz (7.10)

が，ある関数 u(x, y, z)が存在して，その全微分が

du = X(x, y, z)dx+ Y (x, y, z)dy + Z(x, y, z)dz (7.11)

で表せる，すなわち

X(x, y, z) = ∂u
∂x

, Y (x, y, z) = ∂u
∂y

, Z(x, y, z) = ∂u
∂z

(7.12)

となるとき，(7.10)は完全微分形という。

(7.10)が完全微分形である必要十分条件は

∂Z
∂y
− ∂Y

∂z
= 0, ∂X

∂z
− ∂Z

∂x
= 0, ∂Y

∂x
− ∂X

∂y
= 0 (7.13)

である。必要なことは ∂2u
∂x∂y

= ∂2u
∂y∂x

, · · · より得られる。また一方 (7.13)が成り立てば，(7.10)の

(a, b, c)から (x, y, z)への線積分を x軸方向に (a, b, c)から (x, b, c)，y軸方向に (x, b, c)から (x, y, c)，

z軸方向に (x, y, c)から (x, y, z)の線積分に分割して，u(x, y, z)を

u(x, y, z) =

∫ x

a

X(x, b, c)dx+

∫ y

b

Y (x, y, c)dy +

∫ z

c

Z(x, y, z)dz (7.14)

で定義すると u(x, y, z)は (7.12)が成り立ち (7.11)を満たす，すなわち (7.10)は完全微分形となる。

7 　 u = f(x, y)が全微分可能で，x = x(ξ, η), y = y(ξ, η)が偏微分可能ならば，u = f(x(ξ, η), y(ξ, η))

も偏微分可能で


∂u
∂ξ

= ∂u
∂x

∂x
∂ξ

+ ∂u
∂y

∂y
∂ξ

∂u
∂η

= ∂u
∂x

∂x
∂η

+ ∂u
∂y

∂y
∂η

(7.15)

u = f(x, y)

...................
...................
...................
...................
........................
................

...................
...................

...................
...................

........................................

x = x(ξ, η) y = y(ξ, η)

.............

.............

.............

.............

.....................

................

.............

.............

.............

.............

.....................

................

.................................
.................................

.................................
.................................

............................... ................

.................................
.................................

.................................
.................................

...............................................

ξ η
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ここで Jacobi行列式（Jacobian）

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ (7.16)

を定義すると，(7.15)を解いて

∂u
∂x

=

∂(u, y)

∂(ξ, η)

∂(x, y)

∂(ξ, η)

, ∂u
∂y

=

∂(x, u)

∂(ξ, η)

∂(x, y)

∂(ξ, η)

, ただし
∂(x, y)

∂(ξ, η)
̸= 0 (7.17)

となる。とくに
∂u
∂x

=
∂(u, y)

∂(x, y)
, ∂u

∂y
=

∂(x, u)

∂(x, y)
(7.18)

　　一般の変数変換を考える。変数の組 (x) = (x1, x2, · · · , xn)を変数の組 (y) = (y1, y2, · · · , yn)へ
変換し，続いてもう一つの組 (z) = (z1, z2, · · · , zn) へ変換するとする。Jacobi行列式（Jacobian）を

∂(x)

∂(y)
=

∂(x1, x2, · · · , xn)

∂(y1, y1, · · · , yn)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂y1

∂x1

∂y2
· · · ∂x1

∂yn
∂x2

∂y1

∂x2

∂y2
· · · ∂x2

∂yn

· · · · · · · · · · · ·
∂xn

∂y1

∂xn

∂y2
· · · ∂xn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(7.19)

で定義する。 (
∂(x)

∂(z)

)
ik

=
∂xi

∂zk
=
∑
j

(
∂(x)

∂(y)

)
ij

(
∂(y)

∂(z)

)
jk

だから
∂(x)

∂(z)
=

∂(x)

∂(y)

∂(y)

∂(z)
(7.20)

となる。これを繰り返して
∂(x)

∂(w)
=

∂(x)

∂(y)

∂(y)

∂(z)

∂(z)

∂(·) · · ·
∂(·)
∂(w)

(7.21)

となる。また (7.20)で (z) = (x)とすると

∂(x)

∂(y)
=

(
∂(y)

∂(x)

)−1

(7.22)

となる。

　 u = u(x, y, z)にたいして

　
(
∂u
∂x

)
y,z

=
∂(u, y, z)

∂(x, y, z)
, 　

(
∂u
∂y

)
x,z

=
∂(x, u, z)

∂(x, y, z)
, 　

(
∂u
∂z

)
x,y

=
∂(x, y, u)

∂(x, y, z)
(7.23)

　とくに，f(x, y, z) = 0の関係があると(
∂x
∂y

)
z

= 1(
∂y
∂x

)
z

, · · · (7.24)

80



となる。さらに　(
∂x
∂y

)
z

=
∂(x, z)

∂(y, z)
= −∂(x, z)

∂(z, y)
= −∂(x, z)

∂(x, y)

∂(x, y)

∂(z, y)
= −

(
∂z
∂y

)
x

(
∂x
∂z

)
y

より

(
∂x
∂y

)
z

= −

(
∂z
∂y

)
x(

∂z
∂x

)
y

= −

(
∂x
∂z

)
y(

∂y
∂z

)
x

(7.25)

となる。これは z = z(x, y)として，dz =

(
∂z
∂x

)
y

dx +

(
∂z
∂y

)
x

dy で dz = 0からも直ちに求めら

れる。

8 f(x) = (X(x, y, z), Y (x, y, z), Z(x, y, z))が単連結領域で連続とすると，f(x) · dx = X(x, y, z)dx+

Y (x, y, z)dy+Z(x, y, z)dzが完全微分形である条件は，A(a, b, c)から P(x, y, z)へ至る任意の積分路

Γについて線積分が途中の道筋 Γによらず一意的に決まる，すなわち∫
Γ

(X(x, y, z)dx+ Y (x, y, z)dy + Z(x, y, z)dz) =

∫
Γ

f(x) · dx = u(x, y, z)− u(a, b, c) (7.26)

であることである。これは Stokesの定理（電磁気学メモ参照）からも確認できる。

f(x) ·dxが完全微分形とする。(7.14)での積分路による du = f(x) ·dxを満たす積分 uは存在する。

したがって一般の積分路についても∫ P

A

f(x) · dx =

∫ P

A

(X(x, y, z)dx+ Y (x, y, z)dy + Z(x, y, z)dz)

=

∫ P

A

(∂u
∂x

+ ∂u
∂y

dy
dx

+ ∂u
∂z

dz
dx

)dx

=

∫ x

a

du
dx

dx = u(x, y, z)− u(a, b, c)

となり，積分は途中の経路によらない。逆に，積分 uが積分路によらないならば

∆u = u(x+∆x, y, z)− u(x, y, z) =

∫ (x+∆x,y,z)

(x,y,z)

X(x, y, z)dx = X(x+ θ∆x, y, z)∆x, (0 < θ < 1)

より
∂u
∂x

= lim
∆x→0

∆u
∆x

= lim
∆x→0

X(x+ θ∆x, y, z) = X(x, y, z)

などとなり，f(x) · dxは完全微分形となる。

7.3 開いた系でのエネルギー収支とエクセルギー収支

7.3.1 理想混合系

気体 iを wi[kmol](i = 1, 2, · · · , c)含む理想混合系を考える。系は w =
∑

i wi[kmol]からなり，各気体の

モル分率は xi = wi/wとなる。各気体の純粋系での 1[kmol]当たりのエンタルピー，内部エネルギー，体
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積，エントロピーを hi(T ), ui(T ), vi(T ), s
0
i (T, p)とすると

pvi = RT (7.27)

hi(T ) = ui(T ) +RT (7.28)

s0i (T, p) =

∫ T,p

T0,p0

dQ
T

+ s0i (T0, p0)

=

∫ T,p

T0,p0

dhi(T )− vidp
T

+ s0i (T0, p0) (7.29)

混合のエントロピーを考慮すると

si(T, p, xi) = s0i (T, p)−R lnxi (7.30)

混合ガスの 1[kmol]当たりの各物理量，及び系の物理量は量は

u(T,x) =

i=c∑
i=1

xiui(T ) (7.31)

h(T,x) =

i=c∑
i=1

xihi(T ) (7.32)

v(T, p,x) =

i=c∑
i=1

xivi , ρ = 1/v (7.33)

s(T, p,x) =

i=c∑
i=1

xisi(T, p, xi) (7.34)

U = wu(T,x) =

i=c∑
i=1

wiui(T ) (7.35)

V = wv(T, p,x) =

i=c∑
i=1

wivi (7.36)

また第一法則より

dU = dQ− pdV (7.37)

基準状態を (T0, p0,x0)としたときのエクセルギーは

E = U − U0 − p0(V0 − V )− T0(S − S0) (7.38)

E − E0 = w{e(T,x)− e(T0,x)} =
∑

wi{ei(T )− ei(T0)}

V − V0 = w{v(T, p,x)− v(T0, p0,x)} =
∑

wi{vi(T )− vi(T0)}

S − S0 = w{s(T, p,x)− s(T0, p0,x0)}

=

i=c∑
i=1

wi[s
0
i (T, p)−R lnxi} − {s0i (T0, p0)−R lnx0i}]

となる。
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d--Wd--Qj(< 0)

d--Qj(> 0)

T, p, V, w

U, S,E

hkdwk(dwk > 0) hkdwk(dwk < 0)

境界（仮想的な境界でもよい）で囲まれた体積 V に，出入り口 kを dwk の物質が通り（dwk > 0の時流

入，dwk < 0の時流出），境界 j から熱 d--Qj(< 0)が流入や，熱 d--Qj(> 0) が流出し，さらに体積変化 dV

による仕事を d--W (>0のとき外部に仕事をする）とする。k, j は複数個あってもよく，そのときは各項に

ついて，個数だけの和を取るとする。

d--Q =
∑

d--Qj , dw =
∑

dwk

d(U − U0) = d--Q+
∑
k

h(Tk,xk)dwk − pdV −
∑
i

ui(T0)dwi

= d--Q+
∑
k

{h(Tk,xk)− h(T0,xk)}dwk − pdV + p0dV0 (7.39)∑
i

widui(T ) =
∑
i

wid{ui(T )− ui(T0)} = d(U − U0)−
∑
i

{ui(T )− ui(T0)}dwi

= d--Q− pdV +
∑
k

{h(Tk,xk)− u(T,xk)}dwk

d(S − S0) =
∑
i

wi{ds0i (T, p)−Rd lnxi − ds0i (T0, p0) +Rd lnx0i)}

+
∑
i

{s0i (T, p)−R lnxi − s0i (T0, p0) +R lnx0i}dwi

=
∑
i

wi
dui(T ) + pdvi(T, p)

T
+
∑
i

{si(T, p, xi)− si(T0, p0, x0i)}dwi

これらを（7.38）に適用して

dE = d(U − U0)− p0(dV0 − dV )− T0d(S − S0)

= d--Q+
∑
k

{h(Tk,xk)− h(T0,xk)}dwk − pdV + p0dV0 − p0(dV0 − dV )

−T0

T
[d--Q− pdV +

∑
k

{h(Tk,xk)− e(T,xk)}dwk +
∑
i

wipdvi]

−T0

∑
i

{s0i (T, p)−R lnxi − s0i (T0, p0) +R lnx0i}dwi

=
T − T0

T
d--Q− (p− p0)dV +

∑
k

[
h(T,xk)− h(T0,xk)

−T0{s0(T, p,xk)− s0(T0, p0,xk)−
∑
i

Rxki ln
xki
x0i
}

+
T − T0

T
{h(Tk,xk)− h(T,xk)} − T0

∑
i

Rxki ln
xki
xi

]
dwk
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ここで

e0(T, p,x) = h(T,x)− h(T0,x)− T0{s0(T, p,x)− s0(T0, p0,x)} (7.40)

e(T, p,x) = e0(T, p,x) + T0

∑
i

Rxi ln
xi
x0i

(7.41)

を定義すると

dE =
T − T0

T
d--Q− (p− p0)dV +

∑
k

[
e(Tk, pk,xk)

−T0

{
h(Tk,xk)− h(T,xk)

T
− s0(Tk, pk,xk) + s0(T, p,xk) +

∑
i

Rxki ln
xki
xi

}]
dwk (7.42)

となる。（7.42）の右辺第１項は熱 d--Qでの加熱によるエクセルギー変化，第２項は体積仕事による変化を

表している。第３項で流出のみを考えると，Tk = T, pk = pとなり後半部は消え，（7.40）の e(T, p,x)は流

動のエクセルギーを表していることがわかる。

（7.42）の右辺第３項について流入の条件では

−T0{
h(Tk,xk)− h(T,xk)

T
− s0(Tk, pk,xk) + s0(T, p,xk)}

= −T0{
∫ Tk

T

t− T
t · T cp(t,xk)dt+Rxki ln

pk
p } ≤ 0　 (7.43)

−T0

∑
i

Rxki ln
xki
xi
≤ 0 (7.44)

と変形でき，流入に伴うエクセルギー変化は，流入エクセルギー e(Tk, pk,xk)と流入エンタルピーと系の

エンタルピーの差だけの加熱のエントロピーの増加による損失（混合損失）の和であり，後者は流入の条

件 (pk > p)のもとで常に負であることがわかる。

　一般に開いた系においても，エクセルギーの損失は

Elost = T0∆S (7.45)

の関係となっている（Ｇｏｕｙ－Ｓｔｏｄｏｌａの定理）。

循環過程では，１サイクルのはじめと終わりは同じ状態であるから，状態量は全て同じ値となる。系が循

環過程をすると，（7.39）を１サイクルにわたって積分して

(１サイクルの仕事） = （熱の出入り＝流入熱量ー流出熱量）

+ （物質の流入のエンタルピー）

− （物質の流出のエンタルピー） (7.46)

を得る。一方（7.42）を１サイクルにわたって積分すると

(１サイクルの仕事） = （熱の出入りによるエクセルギー変化）

　 + （物質の流入のエクセルギー）

　 − （混合損失）−（物質の流出のエクセルギー） (7.47)

となる。（7.46），（7.47）は循環過程の１サイクルにわたるエネルギー収支，エクセルギー収支という。
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7.3.2 可逆燃焼

　燃料は空気中の酸素と反応し，熱，光を放出し，それらから仕事を取り出すことができる。したがっ

て燃料はエクセルギーを持ち，化学エクセルギーと呼ばれる。

いま 1[kmol]の燃料とその酸化に必要な nO2
[kmol]

の酸素が燃焼室に入り，等温，等圧の条件で反応

し，ni[kmol]の反応生成物 (i = 1, 2, · · · )となって
燃焼室を出ていくとする。この過程で系に熱 Q =∑

j Qj が流入し，外界に仕事W をしたとする。

.........................
.........................
.........................
........................
................

.........................
.........................

.........................
........................................

.........................
.........................

.........................
.........................

.........................................................

...................................................................................................... .............
...

...................................................................................................... .............
...

...................................................................................................... .............
...

....................................................................................
..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.............
.............
.....................................................................................

.....................................................................................
.............
.................................................................................

hf

nO2HO2

WQj(< 0)

Qj(> 0)

燃焼室

T, p一定

∑
i nihi

熱力学の第１法則から

hf (p, T ) + nO2hO2(p, T ) =
∑

nihi(p, T )−Q+W, Q =
∑

Qj (7.48)

となる。

∆h(p, T ) = hf (p, T ) + nO2hO2(p, T )−
∑

nihi(p, T ) (7.49)

を発熱量，−∆h(p, T ) を反応エンタルピーという。発熱量は温度 T，圧力 p に依存する。またエントロ

ピーは

sf (p, T ) + nO2sO2(p, T ) ≤
∑

nisi(p, T )−
Q
T

(7.50)

となる。等号は可逆変化の時のみである。(7.49)と同様に，

∆s(p, T ) = sf (p, T ) + nO2sO2(p, T )−
∑

nisi(p, T ) (7.51)

を反応エントロピーという。(7.48)(7.50)に代入して

∆h(p, T ) = −Q+W, ∆s(p, T ) ≤ −Q
T

まとめると

W ≤ ∆h(p, T )− T∆s(p, T ) = ∆µ(p, T ) (7.52)

したがって可逆燃焼過程で得られる仕事量はギッブス自由エネルギーの減少量∆µ(p, T )に等しい。（5.27）

から等温 T，等圧 pでの変化はギッブスの自由エネルギーの減少する方向に進行する。

以下にいくつかの物質のエンタルピーとエントロピーを示す。単体の基準状態のエンタルピーを０とし，ま

た絶対零度でのエントロピーは第三法則に基づいて０としてある。

標準状態（p=1atm=0.101325MPa,T=25℃）における熱力学的定数

85



物質 記号 分子量 エンタルピー エントロピー

[MJ/kmol] [kJ/kmol·K]

水素（気体） H2 2.016 0 130.6

酸素（気体） O2 32.00 0 205.0

窒素（気体） N2 28.01 0 191.5

空気（気体） 198.5

一酸化炭素（気体） CO 28.01 -110.5 197.6

二酸化炭素（気体） CO2 44.01 -395.5 213.6

メタン（気体） CH4 16.04 -74.8 186.2

プロパン（気体） C6H6 44.10 -103.9 269.9

炭素（固体） CO2 12.01 0 5.74

水（気体） H2O 18.02 -241.8 188.7

水（液体） H2O 18.02 -285.8 69.9

標準状態 p = 1atm，T = 298.15K(25℃)での水素の燃焼を考える。

H2 +
1
2
O2 −→ H2O

生成物の H2Oが液体の時

∆h(p, T ) = hH2(p, T ) +
1
2
hO2(p, T )− hH2O(p, T ) = 285.8 + 0− 0 = 285.8[MJ/kmol]

∆s(p, T ) = sH2(p, T ) +
1
2
sO2(p, T )− sH2O(p, T )− = 130.6 + 1

2
× 205.0− 69.9 = 163.2[kJ/kmol· K]

　また最大仕事W = ∆µ(p, T )は

W = ∆µ(p, T ) = ∆h(p, T )− T∆s(p, T ) = 285.8− 298.15× 0.1632 = 237.1[MJ/kmol]

生成物の H2Oが気体の時

∆h(p, T ) = 241.8[MJ/kmol], ∆s(p, T ) = 237.1[kJ/kmol· K], W = 228.6[MJ/kmol]

生成物の H2O が液体の時と気体の時では標準状態での水の気化熱 (44.0MJ/kmol=582cal/g) の分だけ

∆h(p, T )に差がある。生成物の水 H2Oが液体の時の発熱量を高発熱量，気体の時の発熱量を低発熱量と

いう。ただし最大仕事W の差は気化熱より小さい。以下にいくつかの燃焼反応での最大仕事を示す。

標準状態（p=1atm=0.101325MPa,T=25℃）における最大仕事
反応 ∆h ∆s ∆µ

[MJ/kmol] [kJ/kmol·K] [MJ/kmol]

H2 +
1
2
O2 →H2O 高発熱量 285.8 163.2 237.1

低発熱量 241.8 44.4 228.6

CH4+2O2 →CO2+2H2O 高発熱量 890.3 242.8 817.9

低発熱量 802.3 5.2 800.7

C3H8+5O2 →3CO2+4H2O 高発熱量 2220 374.5 2108

低発熱量 2044 -100.7 2074

C+O2 →CO2 393.5 -2.8 394.4

C+1
2
O2 →CO 110.5 -89.4 137.2

CO+1
2
O2 →CO2 283.0 86.5 257.2
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それでは，燃料自身はどれだけのエクセルギーを持っているのだろうか。

いま 1[kmol]の燃料と酸素 nO2 [kmol]が燃焼室に入り，可逆燃焼をするとする。燃料のエクセルギー ef，

1[kmol]当たりの酸素のエクセルギーを eO2 とすると，燃焼室へ入るエクセルギーは ef + nO2eO2 となる。

燃焼生成物 (i)の 1[kmol]当たりのエクセルギーを eiとする。標準状態の酸素，燃焼生成物のエクセルギー

は０と考えられるから

eO2 = −RT0 log xO2 , ei = −RT0 log xi

となる。ここで xO2 , xiはそれぞれ大気における酸素，燃焼生成物 iのモル分率である。ここでは一切の損

失はないので

ef + nO2eO2 =
∑

niei +∆µ(p0, T0)

が成立し，標準状態の燃料のエクセルギーは

ef = ∆µ(p0, T0) +
∑

niei − nO2eO2

= ∆µ(p0, T0)−RT0

∑
ni log xi + nO2RT0 log xO2 (7.53)

標準状態（p=1atm=0.101325MPa,T=25℃）における空気のモル分率 xi

N2 O2 Ar CO2 H2O

飽和湿り空気 0.7565 0.2030 0.0090 0.0003 0.0312

乾き空気 0.7809 0.2095 0.0093 0.0003

水素の低位発熱で求めたエクセルギーは

eH2 = 237.1− 8.314× 10−3× 298.15× (−0.5 log 0.2030) = 241.0[MJ/kmol]

となる。

7.3.3 燃焼

dwf [kmol]の燃料 F が燃焼し，系の組成が dwi = xbidwf [kmol]だけ変化したとする。

F + (−xbO2)O2 −→
∑
i ̸=O2

xbiXi

これを以後

F −→
∑
i

xbiXi (7.54)

と表記する。たとえば， H2 +
1
2
O2 −→H2O のときは，xbO2 = −0.5, xbH2O = 1とする。単位 [kmol]の

燃料の燃焼によって ∆xb =
∑

i xbi[kmol]が生成した。低発熱量を ∆hu，燃料の基準状態での化学エクセ

ルギーを echem とすると

∆hu = hf (T0)− h(T0,xb) (7.55)

ef = hf − hf (T0)− T0{sf − sf (T0, p0)}+ echem (7.56)

echem = hf (T0)− h(T0,xb)− T0{sf (T0, p0)− s0(T0, p0,xb) +
∑
i

Rxbi lnx0i} (7.57)

87



dwf [kmol]の燃料の投入による内部エネルギーの変化およびそれが燃焼する事によるエクセルギー変化は

d(U − U0) = {hf − u(T0,xb)}dwf = {hf − hf (T0) + ∆hu +RT0∆xb}dwf (7.58)

dEb =
[
e0(T, p,xb) +

T − T0

T
{hf − h(T,xb)} − T0

∑
i

Rxbi ln
xi
x0i

]
dwf (7.59)

となる。エクセルギー生成率は

if hf = hf (T0), then

dEb

dQb
=

T − T0

T
+

1

∆hu

[
e(T, p,xb)

−T − T0

T
{h(T,xb)− h(T0,xb)} − T0

∑
i

Rxbi ln
xbi
xi

]
(7.60)

となる。したがって燃焼によるエクセルギー損失は

dEloss = −dE = efdwf − dEb

=
[
ef − e0(T, p,xb)−

T − T0

T
{hf − h(T,xb)}+ T0

∑
i

Rxbi ln
xi
x0i

]
dwf (7.61)

= T0

[
s0(T, p,xb)− sf + 1

T
{hf − h(T,xb)}+

∑
Rxbi lnxi

]
dwf = T0∆S (7.62)

となる。(7.62)によると損失は，燃焼に伴う不可避的なエントロピー増加 s0(T, p,xb) − sf の部分，発熱

による燃焼ガスの加熱ともなうエントロピーの増大，言い換えれば (7.61)からカルノーサイクルの効率で

ので加熱に伴う損失，さらに混合損失からなることがわかる。燃焼が進行するにしたがって，温度 T，組

成 xは変化する。

積分した表現を得よう。燃焼はじめの空気（ Air, 普通新気と呼ばれるが，燃焼ガスが混ざったものでもよ

いと想定しておこう）を wa，温度を Ta，組成を xaとする。単位 (1[kmol]）の燃料を完全燃焼させるのに

要する空気を理論空気量 wath[kmol]といい，理論空気量に対する新気の量を空気比 (air ratio，あるいは

空気過剰率，λ)という。空気中には 23.2%の酸素が含まれているから,理論空気量は wath = −xbO2/0.232

となり，新気の空気量は wa = λwO2th となる。したがって燃焼の前後では

F + waA −→
∑
i

xbiXi + waA (7.63)

温度が T から Tg に変わったとすると，エネルギー保存則から

hf + waha(T ) =
∑
i

xbihi(Tg) + waha(Tg) (7.64)

燃料の低発熱量を用いると

hf − h(T0) + ∆hu + waha(T ) = h(Tg,xb)− h(T0,xb) + waha(Tg) (7.65)

となる。これより燃焼後の温度 Tg が決定される。エクセルギー損失は

Eloss = ef + wae(T,xa)− e(Tg,xg)

= T0 {s(Tg, pg,xg)− sf − was(T, p,xa)} (7.66)

となる。ここで燃焼ガスは 1に規格化されていない組成 xg(xgi = waxai + xbi, i = 1, 2, · · · )で示した。
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7.3.4 燃料電池

　前小節のように燃料を燃焼させると燃焼過程で大きなエクセルギーの損失がある。エネルギー有効利

用の立場からより可逆燃焼に近い条件を実現することが求められる。燃料電池は燃焼という過程を経ない

で直接電力を得ようとするものである。

水素酸素燃料電池は，いわゆる水の電気分解と逆の反応を起こさせる。電解液によって，酸性，アルカリ

などいくつかの型が考えられている。図はアルカリ性電解液を用いる場合の模式図である。
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外部負荷 R

2e−

H2

(−) (+)
1
2
O2

H2O

H2
2H2O

2OH− 1
2
O2

H2O

2e− 2e−

陰
極

陽
極

電極は多孔質

電解液
（KOH水溶液）

水素電極（陰極）では

H2 + 2OH− −→ 2H2O+ 2e−

の反応が起こり，２個の電子が放出され，酸素電極（陽極）では負荷を通ってきた２個の電子を用いて

1
2
O2 +H2O+ 2e− −→ 2OH−

の反応が起こり，全体として反応

H2 +
1
2
O2 −→ H2O

を起こさせるものである。1kmolの水素が反応するとき，2N0個（N0はアボガドロ数）の電子が移動，最

大仕事はW = ∆µ(T, p)だから，電池の起電力 V は

V =
∆µ(T, p)
2eN0

, e · · ·電子の電荷 (7.67)

となる。F = eN0 = 9.64846× 107[C/kmol]，水素では∆µ(25℃, 1atm) = 237.1[MJ/kmol]だから，最大

V = 1.23[V]の電圧が発生することになる。燃焼では低発熱量∆h = 285.8[MJ/kmol]だから，理想的には

熱エネルギーの電気エネルギーへの変換効率は∆µ/∆h ≈ 85%となる。
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